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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ôàçîâûé è ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì
äèñêðåòíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó �õèùíèê�æåðòâà�, îïèñûâàþùóþ äèíàìèêó ÷èñëåííîñòåé
äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ íåïåðåêðûâàþùè-
ìèñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïîêîëåíèÿìè:

{
xt+1 = xte

r(1−xt
k

)(xt−l)e−ayt ,

yt+1 = xt(1− e−ayt).
(1)

Çäåñü xt � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè íåêîòîðîãî âèäà â ìîìåíò âðåìåíè t , ïðåäñòàâëÿþùåãî
ïèùó äëÿ äðóãîãî âèäà, ÷èñëåííîñòè yt ; r , l , k è a � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû,
l < k .

Èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà âõîäèò â âàæíóþ ãðóïïó ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîâåäåíèå ðåøåíèé
êîòîðûõ îáëàäàåò òàê íàçûâàåìûì ýôôåêòîì Îëëè, çàêëþ÷àþùåìñÿ â òîì, ÷òî áèîëîãè÷åñêèå
ïîïóëÿöèè õèùíèêîâ è æåðòâ âûìèðàþò, åñëè îáùàÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè æåðòâ îïóñêàåòñÿ
íèæå íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ. Ðàíåå ïîäîáíûå ñèñòåìû èçó÷àëèñü áåç ó÷åòà ýôôåêòà
Îëëè [14].

Äëÿ óïðîùåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ââåäåì íîâûå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå è ïà-
ðàìåòðû x′t = axt , y′t = ayt , r′ = r

a2k
, k′ = ak , l′ = al . Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû øòðèõè ó

áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ áóäåì îòáðàñûâàòü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþ-
ùóþ ñèñòåìó: {

xt+1 = xte
r(xt−l)(k−xt)e−yt ,

yt+1 = xt(1− e−yt).
(2)

Îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû ñèñòåìû (2) îñòàþòñÿ òàêèìè æå êàê ó èñõîäíîé ñèñòåìû: 0 < l <
k , r > 0 .

Â ñèñòåìå (2) âñåãäà ñóùåñòâóþò òðè òðèâèàëüíûå íåïîäâèæíûå òî÷êè: (0, 0) , (l, 0) è
(k, 0) . Íåòðèâèàëüíûå íåïîäâèæíûå òî÷êè çàäàþòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé: {

r(x− l)(k − x)/x = 1− e−r(x−l)(k−x),

y = r(x− l)(k − x).

Óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ëåãêî ïîääàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîìó èññëåäîâà-
íèþ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà íåòðèâèàëüíûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåîáõî-
äèìî èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå.

×èñëåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñèñòåìå â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ r , l è k ìîãóò
äîïîëíèòåëüíî ñóùåñòâîâàòü îäíà èëè äâå íåòðèâèàëüíûå íåïîäâèæíûå òî÷êè. Íà ïëîñêîñòè
ïàðàìåòðîâ k è l (ïðè ðàçëè÷íûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ r ) áûëî íàéäåíî çíà÷åíèå k0

ïàðàìåòðà k è ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ l(k) ( k > k0 , l(k0) = 1 ), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò îáëàñ-
òè ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Óñòàíîâëåíî, ÷òî îäíà íåòðèâèàëüíàÿ
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò ïðè 0 < l < 1 , k > 1 , ïðè l = 1 , k > k0 , à òàêæå ïðè
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ k è l , ïðèíàäëåæàùèõ êðèâîé l(k) , k > k0 (çíà÷åíèå r � ïðîèçâîëü-
íîå, ôèêñèðîâàííîå). Äâå íåòðèâèàëüíûå íåïîäâèæíûå òî÷êè ñóùåñòâóþò ïðè 1 < l < l(k) ,
k > k0 . Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà r êðèâàÿ l(k) ÿâ-
ëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé è ïðåäñòàâëÿåò âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ ïàðàìåòðà k .

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (0, 0) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì. Â íåïîäâèæíîé òî÷êå (l, 0) ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ßêîáè ñèñòåìû (2) ðàâíû µ1 = 1+rl(k−l) , µ2 = l . Ñëåäîâàòåëüíî,
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Òàáëèöà 1. Îïèñàíèå õàðàêòåðà íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèñòåìû

(l, 0) (k, 0) (x∗1, y
∗
1) (x∗2, y

∗
2)

1 ñåäëî àòòðàêòîð � �
1a ñåäëî ñåäëî � �
2 ðåïåëëåð ñåäëî � �
2a ðåïåëëåð ðåïåëëåð � �
3 ñåäëî ñåäëî àòòðàêòîð �
3a ñåäëî ðåïåëëåð àòòðàêòîð �
3b ðåïåëëåð ðåïåëëåð àòòðàêòîð ñåäëî
4 ñåäëî ñåäëî ðåïåëëåð �
4a ñåäëî ðåïåëëåð ðåïåëëåð �
4b ðåïåëëåð ðåïåëëåð ðåïåëëåð ñåäëî
5a ñåäëî ðåïåëëåð ñåäëî �
5b ðåïåëëåð ðåïåëëåð ñåäëî ñåäëî

ïðè l < 1 íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (l, 0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì, à ïðè l > 1 � ðåïåëëåðîì. Â íåïîäâèæ-
íîé òî÷êå (k, 0) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ßêîáè ñèñòåìû (2) ðàâíû µ1 = 1− rk(k− l) ,
µ2 = k . Ïîýòîìó ïðè 0 < k < 1 , max

{
0, k − 2

rk

}
< l < k íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (k, 0) ÿâëÿåòñÿ

àòòðàêòîðîì, à ïðè k > max
{

1,
√

2
r

}
, 0 < l < k− 2

rk � ðåïåëëåðîì. Åñëè r > 2 ,
√

2
r < k < 1 ,

0 < l < k − 2
rk , à òàêæå åñëè k > 1 , max

{
0, k − 2

rk

}
< l < k ( r � ïðîèçâîëüíîå), òî íåïî-

äâèæíàÿ òî÷êà (k, 0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì.
×èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì óñòàíîâëåíî, ÷òî ïåðâàÿ íåòðèâèàëüíàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà

(îáîçíà÷èì åå ÷åðåç (x∗1, y
∗
1) ) ìîæåò áûòü êàê àòòðàêòîðîì, òàê ðåïåëëåðîì è ñåäëîì, à âòîðàÿ

íåòðèâèàëüíàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç (x∗2, y
∗
2) , x∗2 < x∗1 ) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ

ñåäëîì.
Ïîëó÷åííóþ èíôîðìàöèþ îá îáëàñòÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïîäâèæíûõòî÷åê è èõ õàðàêòåðå

ñâåäåì â ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò ñèñòåìû, ðàçáèâ îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íà ïëîñ-
êàñòè k , l â îáëàñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèñòåìû ñîõðàíÿþò ñâîé
õàðàêòåð. Ïðè ýòîì ïîëàãàåì, ÷òî âåëè÷èíà òðåòüåãî ïàðàìåòðà r îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Íà
ðèñóíêàõ 1, 2, 3, 4, 5, 6 ïðåäñòàâëåíû ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîðòðåòû äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
r = 0.8 , r ≈ 1.09 , r = 1.2 , r = 2 , r ≈ 2.63 , r = 3 ñîîòâåòñòâåííî. Õàðàêòåð íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê â êàæäîé îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîðòðåòà (êðîìå íåïîäâèæíîé òî÷êè (0, 0) ,
êîòîðàÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì) îïèñàí â òàáëèöå 1.

Îáëàñòè íà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîðòðåòàõ ñèñòåìû îáîçíà÷åíû àðàáñêèìè öèôðàìè. Ðèìñêè-
ìè öèôðàìè îáîçíà÷åíû áèôóðêàöèîííûå êðèâûå, ò.å. òàêèå êðèâûå â ïëîñêàñòè k , l , ïðè
ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ìåíÿåò ñâîé õàðàêòåð. Âíå çàâèñèìîñòè îò
ïàðàìåòðà r ìîæíî âûäåëèòü øåñòü áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ:
I � áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ïåðåõîä íåòðèâèàëüíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè
(x∗1, y

∗
1) èç àòòðàêòîðà â ðåïåëëåð;

II � áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ïåðåõîä íåòðèâèàëüíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè
(x∗1, y

∗
1) èç ðåïåëëåðà èëè àòòðàêòîðà â ñåäëî;

III � êðèâàÿ l(k) (ñì. ñ. 2) äëÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê (x∗1, y
∗
1) è (x∗2, y

∗
2) ;

IV � êðèâàÿ l = k − 2
rk äëÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè (k, 0) ; à òàêæå ïîëóïðÿìûå k = 1 è l = 1

äëÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê (k, 0) è (l, 0) ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðèâåäåííûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà r

èìååò ñëåäóþùèå õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè. Ïðè çíà÷åíèè r < 1.09 áèôóðêàöèîííûå êðèâûå I
è II íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, ïðè r & 1.09 ýòè êðèâûå èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó.
Ïðè çíà÷åíèè r < 2 áèôóðêàöèîííûå êðèâûå II è IV íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, ïðè r > 2 ó
ýòèõ êðèâûõ âîçíèêàåò åäèíñòâåííàÿ îáùàÿ òî÷êà. È íàêîíåö, ïðè r ≈ 2.63 áèôóðêàöèîííàÿ
êðèâàÿ I ïåðåñåêàåò ïîëóïðÿìóþ l = 1 .

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ 2005 âûïóñê � 2
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Ðèñ. 1. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò, r=0.8. Ðèñ. 2. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò,r≈1.09.

Ðèñ. 3. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò, r=1.2. Ðèñ. 4. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò, r=2.0.

Ðèñ. 5. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò,r≈2.63. Ðèñ. 6. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò, r=3.0.
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Äëÿ âñåõ îáëàñòåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû áóäåì ñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå
ôàçîâûå òðàåêòîðèè, êîòîðûå ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò ïîâåäåíèå áèîëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿ-
öèé âíóòðè êàæäîé îáëàñò0è ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîðòðåòà. Â îáëàñòÿõ 1, 1a, 2 è 2a ñóùåñòâóþò
òîëüêî òðèâèàëüíûå íåïîäâèæíûå òî÷êè: (0, 0) , (l, 0) è (k, 0) . Â îáëàñòÿõ 3, 3a, 4, 4a è 5a
äîïîëíèòåëüíî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåòðèâèàëüíàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗1, y

∗
1) , à â îá-

ëàñòÿõ 3b, 4b è 5b íåòðèâèàëüíûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äâå � (x∗1, y
∗
1) è (x∗2, y

∗
2) .

Â îáëàñòè 1 (ðèñ. 7) íåïîäâèæíûå òî÷êè (0, 0) è (k, 0) � àòòðàêòîðû, (l, 0) � ñåäëî.
Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, õàðàêòåðèçóþùèå àòòðàêòîð (k, 0) , îòðèöàòåëüíû h2 < h1 < 0 . Â ýòîé
îáëàñòè ïðîèñõîäèò âûìèðàíèå õèùíèêîâ, ïðè ýòîì æåðòâû ëèáî òàêæå âûìèðàþò, ëèáî èõ
÷èñëåííîñòü ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ k .

Â îáëàñòè 1a (ðèñ. 8 è 9) íåïîäâèæíûå òî÷êè (0, 0) � àòòðàêòîð, (l, 0) è (k, 0) � ñåäëà.
Â äàííîé îáëàñòè âîçíèêàåò òðèâèàëüíûé ( yt = 0 ) öèêë äëèíîé 2: (x1, 0)T → (x2, 0)T (íà
ðèñóíêàõ ýòîò öèêë îòìå÷åí êðóæî÷êàìè). Öèêë ìîæåò áûòü êàê óñòîé÷èâûì (ðèñ. 8), òàê è
ñåäëîâûì (ðèñ. 9). Â ñëó÷àå ñåäëîâîãî öèêëà â ñèñòåìå âîçíèêàåò òðèâèàëüíûé ( yt = 0 ) õàî-
òè÷åñêèé àòòðàêòîð (ðåæå òðèâèàëüíûé óñòîé÷èâûé äëèííîïåðèîäè÷íûé öèêë). Ïîêàçàòåëè
Ëÿïóíîâà, õàðàêòåðèçóþùèå òðèâèàëüíûé óñòîé÷èâûé öèêë, îòðèöàòåëüíû h2 < h1 < 0 , à
ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, õàðàêòåðèçóþùèå òðèâèàëüíûé õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, ïîëîæèòåëüíû
h1 > h2 > 0 . Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû èç äàííîé îáëàñòè ïðîèñõîäèò âûìèðà-
íèå õèùíèêîâ, ïðè ýòîì æåðòâû ëèáî òàêæå âûìèðàþò, ëèáî èõ ÷èñëåííîñòü èçìåíÿåòñÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ öèêëîì äëèíîé 2 (èëè äëèííîïåðèîäè÷íûì öèêëîì) èëè õàîòè÷åñêèì îáðàçîì.

Â îáëàñòè 2 (ðèñ. 10) íåïîäâèæíûå òî÷êè (0, 0) � àòòðàêòîð, (l, 0) � ðåïåëëåð, (k, 0) �
ñåäëî; à â îáëàñòè 2a (ðèñ. 11) íåïîäâèæíûå òî÷êè (0, 0) � àòòðàêòîð, (l, 0) è (k, 0) � ðå-
ïåëëåðû. Â ýòèõ îáëàñòÿõ òàêæå ïðîèñõîäèò âûìèðàíèå õèùíèêîâ è æåðòâ.

Â îáëàñòè 3 (ðèñ. 12) íåïîäâèæíûå òî÷êè (0, 0) è (x∗1, y
∗
1) � àòòðàêòîðû, (l, 0) è (k, 0) �

ñåäëà; â îáëàñòè 3a (ðèñ. 13) íåïîäâèæíûå òî÷êè (0, 0) è (x∗1, y
∗
1) � àòòðàêòîðû, (l, 0) � ñåäëî,

(k, 0) � ðåïåëëåð; â îáëàñòè 3b (ðèñ. 14) íåïîäâèæíûå òî÷êè (0, 0) è (x∗1, y
∗
1) � àòòðàêòîðû,

(l, 0) è (k, 0) � ðåïåëëåðû, (x∗2, y
∗
2) � ñåäëî. Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, õàðàêòåðèçóþùèå àò-

òðàêòîð (x∗1, y
∗
1) , îòðèöàòåëüíû h2 < h1 < 0 . Â ýòèõ îáëàñòÿõ ëèáî ïðîèñõîäèò âûìèðàíèå

õèùíèêîâ è æåðòâ, ëèáî èõ ÷èñëåííîñòè ñòðåìÿòñÿ ê ïîñòîÿííûì çíà÷åíèÿì (íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà (x∗1, y

∗
1) ).

Â îáëàñòè 4 (ðèñ. 15) íåïîäâèæíûå òî÷êè (0, 0) � àòòðàêòîð, (l, 0) è (k, 0) � ñåäëà,
(x∗1, y

∗
1) � ðåïåëëåð; â îáëàñòè 4a (ðèñ. 16) íåïîäâèæíûå òî÷êè (0, 0) � àòòðàêòîð, (l, 0) �

ñåäëî, (k, 0) è (x∗1, y
∗
1) � ðåïåëëåðû; â îáëàñòè 4b (ðèñ. 17) íåïîäâèæíûå òî÷êè (0, 0) �

àòòðàêòîð, (l, 0) , (k, 0) è (x∗1, y
∗
1) � ðåïåëëåðû, (x∗2, y

∗
2) � ñåäëî; â îáëàñòè 5a (ðèñ. 18)

íåïîäâèæíûå òî÷êè (0, 0) � àòòðàêòîð, (l, 0) è (x∗1, y
∗
1) � ñåäëà, (k, 0) � ðåïåëëåð; â îáëàñ-

òè 5b (ðèñ. 19) íåïîäâèæíûå òî÷êè (0, 0) � àòòðàêòîð, (l, 0) è (k, 0) � ðåïåëëåðû, (x∗1, y
∗
1)

è (x∗2, y
∗
2) � ñåäëà. Âî âñåõ ýòèõ îáëàñòÿõ ïðîèñõîäèò âûìèðàíèå õèùíèêîâ è æåðòâ.

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà íåòðèâèàëüíîé íåïîäâèæíîé òî÷êå (x∗1, y
∗
1) â òîì ñëó÷àå, êîãäà

îíà ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì. Ïðè èçó÷åíèè àòòðàêòîðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì áîëüøîå çíà÷å-
íèå èìååò èññëåäîâàíèå èõ îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ. Â ðàññìàòðèâàåìîé äèñêðåòíîé ñèñòåìå (2)
íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ íåòðèâèàëüíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè
(x∗1, y

∗
1) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ k è l , ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè 3b ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîð-

òðåòà ñèñòåìû. Â îáëàñòÿõ 3 è 3a îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè (x∗1, y
∗
1) äîñòàòî÷íî

ïðîñòû (ðèñ. 20). À â îáëàñòè 3b íà îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè (x∗1, y
∗
1) îêàçû-

âàåò âëèÿíèå ñåäëîâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗2, y
∗
2) . Íà ðèñóíêàõ 21 è 22 ïðèâåäåíû ïðèìåðû

îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ íåòðèâèàëüíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè (x∗1, y
∗
1) . Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ,

îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà èìåþò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó.

2. Èññëåäîâàíèå áèôóðêàöèé ñèñòåìû. Ðåøàþùåå çíà÷åíèå â èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ ñèñ-
òåìû èãðàåò èññëåäîâàíèå åå áèôóðêàöèé, òàê êàê ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç áèôóðêàöèîííûå êðèâûå, åå ïîâåäåíèå ïðåòåðïåâàåò ðàäèêàëüíûå èçìåíåíèÿ.
Ñðåäè áèôóðêàöèé ñèñòåìû (2) îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò ñèëüíûå ðåçîíàíñû. Äàëåå äîêàçàíî,
÷òî â ñèñòåìå âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ñèëüíûõ 1:2, 1:3 è 1:4 ðåçîíàíñîâ. Ñèëüíûé 1:2 ðåçîíàíñ
íàáëþäàåòñÿ â ñèñòåìå, åñëè íåïîäâèæíàÿ òî÷êà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ßêîáè

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ 2005 âûïóñê � 2



6 ÀÍÄÐÅÅÂ

Ðèñ. 7. Îáëàñòü 1.

Ðèñ. 8. Îáëàñòü 1a. Ðèñ. 9. Îáëàñòü 1a.

Ðèñ. 10. Îáëàñòü 2. Ðèñ. 11. Îáëàñòü 2a.

Ðèñ. 12. Îáëàñòü 3. Ðèñ. 13. Îáëàñòü 3a.
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Ðèñ. 14. Îáëàñòü 3b. Ðèñ. 15. Îáëàñòü 4.

Ðèñ. 16. Îáëàñòü 4a. Ðèñ. 17. Îáëàñòü 4b.

Ðèñ. 18. Îáëàñòü 5a. Ðèñ. 19. Îáëàñòü 5b.

Ðèñ. 20. Îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ (x∗1, y
∗
1) .
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Ðèñ. 21. Îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ (x∗1, y
∗
1). Ðèñ. 22. Îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ (x∗1, y

∗
1).

µ1,2 = −1 . Ñèëüíûé 1:3 ðåçîíàíñ âîçíèêàåò â íåïîäâèæíîé òî÷êå ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿ-
ìè µ1,2 = e±iθ0 , θ0 = 2π

3 . À ñèëüíûé 1:4 ðåçîíàíñ èìååò ìåñòî, êîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
µ1,2 = ±i . Èññëåäîâàíèå ñèëüíûõ ðåçîíàíñîâ îñíîâàíî íà ìåòîäèêå, îïèñàííîé â [12]. Ïðè ýòîì
äëÿ ñèëüíîãî 1:2, 1:3 èëè 1:4 ðåçîíàíñà èñõîäíóþ äèñêðåòíóþ ñèñòåìó (2) ïðèâîäÿò ê íîðìàëü-
íîé ôîðìå, à çàòåì ñîîòâåòñòâóþùóþ èòåðàöèþ íîðìàëüíîé ôîðìû àïïðîêñèìèðóþò ïîòîêîì
äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû. Äîêàçàíî [12], ÷òî ïîâåäåíèå ýòîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû
äàåò âîçìîæíîñòü èçó÷èòü ïîâåäåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû îêîëî òî÷êè ñèëüíîãî ðåçîíàíñà. Õà-
ðàêòåðíîé ÷åðòîé ñèëüíûõ 1:2, 1:3 è 1:4 ðåçîíàíñîâ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ó èñõîäíîé ñèñòåìû
îêîëî òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçîíàíñà ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå öèêëû äëèíîé 2, 3 èëè 4.

Ñèëüíûå ðåçîíàíñû âîçíèêàþò â ñèñòåìå íà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé I (íà ýòîé êðèâîé
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗1, y

∗
1) èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1,2 = e±iθ0 ). Íà äàííîé êðèâîé

ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà k ïîñëåäîâàòåëüíî âîçíèêàþò ñèëüíûå 1:4, 1:3 è 1:2 ðå-
çîíàíñû, ïðè÷åì ïîñëåäíèé ïîÿâëÿåòñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ I è II.
Âîçíèêíîâåíèå ñèëüíûõ ðåçîíàíñîâ çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà r ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïðè r . 0.897 íà êðèâîé I íåò ðåçîíàíñîâ; ïðè 0.897 . r . 1.01 íà êðèâîé I ñóùåñòâóåò
òîëüêî 1:4 ðåçîíàíñ; ïðè 1.01 . r . 1.09 íà êðèâîé I âîçíèêàþò 1:4 è 1:3 ðåçîíàíñû; ïðè
r & 1.09 íà êðèâîé I âñåãäà ñóùåñòâóþò 1:4, 1:3 è 1:2 ðåçîíàíñû. Òàê, ïðè r = 2 íà áèôóðêà-
öèîííîé êðèâîé I èìåþò ìåñòî òî÷êè A, B è C (ðèñ. 4), â êîòîðûõ â ñèñòåìå ñîîòâåòñòâåííî
âîçíèêàþò ñèëüíûå 1:2, 1:3 è 1:4 ðåçîíàíñû. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàí-
íîì r áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ I ïðè l → 1− , k → 1+ ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå (k, l) = (1, 1) .
Ïðè ýòîì íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗1, y

∗
1) → (l, 0) = (k, 0) = (1, 0) èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

µ1,2 → 1 (ñèëüíûé 1:1 ðåçîíàíñ). Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äàííûé ñëó÷àé ñèëüíîãî 1:1 ðåçîíàíñà
ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì. Ïåðåéäåì ê ñèëüíîìó 1:2 ðåçîíàíñó.

3. Ñèëüíûé 1:2 ðåçîíàíñ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå ïëîñêîñòíîå îòîáðàæåíèå
x 7→ f(x, α), x ∈ R2, α ∈ R2, (3)

èìåþùåå ïðè α = 0 íåïîäâèæíóþ òî÷êó x = 0 ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè µ1,2 = −1
(ñèëüíûé 1:2 ðåçîíàíñ). Çàìåòèì, ÷òî èñõîäíóþ ñèñòåìó (2) íåòðóäíî ïðèâåñòè ê äàííîìó
âèäó, ñäåëàâ ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò íåòðèâèàëüíóþ
íåïîäâèæíóþ òî÷êó è ïàðàìåòðû â íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî x = 0 ÿâëÿåòñÿ
íåïîäâèæíîé òî÷êîé äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ‖α‖ , çàïèøåì îòîáðàæåíèå (3) â âèäå

x 7→ A(α)x + F (x, α), (4)
ãäå A(α) � ìàòðèöà ßêîáè ñèñòåìû (3) â íåïîäâèæíîé òî÷êå x = 0 , à F (x, α) = f(x, α) −
A(α)x = O(‖x‖2) . Ñóùåñòâóþò äâà äåéñòâèòåëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðà v0,1 ∈ R2 :
v0 � ýòî ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A0 (÷åðåç A0 îáîçíà÷åíà A(0) ), ñîîòâåòñòâóþùèé
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ −1 (A0v0 = −v0 ), à v1 � îáîáùåííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð A0 , ñîîò-
âåòñòâóþùèé òîìó æå ñàìîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ (A0v1 = −v1 + v0 ). Êðîìå òîãî, ñóùå-
ñòâóþò ïîäîáíûå ñîïðÿæåííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû w0,1 ∈ R2 òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû
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AT
0 : AT

0 w1 = −w1 , AT
0 w0 = −w0 + w1 . Âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü äàííûå ÷åòûðå âåêòîðà òàê,

÷òî 〈v0, w0〉 = 〈v1, w1〉 = 1 , ãäå 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R2 : 〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 .
Òîãäà ëþáîé âåêòîð x ∈ R2 ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëåí êàê x = y1v0 + y2v1 , ãäå
íîâûå êîîðäèíàòû (y1, y2) ìîãóò áûòü ÿâíî âû÷èñëåíû êàê y1 = 〈x,w0〉 , y2 = 〈x, w1〉 .

Â êîîðäèíàòàõ (y1, y2) îòîáðàæåíèå (4) èìååò ôîðìó:
(

y1

y2

)
7→

(−1 + a(α) 1 + b(α)
c(α) −1 + d(α)

)(
y1

y2

)
+

(
g(y, α)
h(y, α)

)
, (5)

ãäå a(α) = 〈[A(α)−A0]v0, w0〉, b(α) = 〈[A(α)−A0]v1, w0〉 ,
c(α) = 〈[A(α)−A0]v0, w1〉, d(α) = 〈[A(α)−A0]v1, w1〉 ,
g(y, α) = 〈F (y1v0 + y2v1, α), w0〉, h(y, α) = 〈F (y1v0 + y2v1, α), w1〉 .

Íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå y = B(α)u ïðåîáðàçóåò îòîáðàæåíèå (5) äëÿ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ‖α‖ â îòîáðàæåíèå

(
u1

u2

)
7→

( −1 1
ε(α) −1 + δ(α)

)(
u1

u2

)
+ B−1(α)

(
g(B(α)u, α)
h(B(α)u, α)

)
(6)

ñ ε(α)=c(α)+b(α)c(α)−a(α)d(α) , δ(α)=a(α)+d(α) , B(α)=
(

1+b(α) 0
−a(α) 1

)
. Îáîçíà÷èì β1 =

ε(α) , β2 = δ(α) è çàïèøåì îòîáðàæåíèå (6) â âèäå
(

u1

u2

)
7→

(−1 1
β1 −1 + β2

)(
u1

u2

)
+

(
G(u, β)
H(u, β)

)
, (7)

ãäå G,H = O(‖u‖2) . Çàìåòèì, ÷òî G(u, 0) = g(u, 0) , H(u, 0) = h(u, 0) .
Íîðìàëüíàÿ ôîðìà îòîáðàæåíèÿ (7) äëÿ ñèëüíîãî 1:2 ðåçîíàíñà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ

‖α‖ èìååò âèä [12]:
(

ξ1

ξ2

)
7→

(−1 1
β1 −1 + β2

)(
ξ1

ξ2

)
+

(
0

C(β)ξ3
1 + D(β)ξ2

1ξ2

)
+ O(‖ξ‖4), (8)

ãäå C è D � ãëàäêèå ôóíêöèè β :

C(0) = h30(0) + g20(0)h20(0) +
1
2
h2

20(0) +
1
2
h20(0)h11(0), (9)

D(0) = h21(0) + 3g30(0) +
1
2
g20(0)h11(0) +

5
4
h20(0)h11(0) + h20(0)h02(0)+

+ 3g2
20(0) +

5
2
g20(0)h20(0) +

5
2
g11(0)h20(0) + h2

20(0) +
1
2
h2

11(0). (10)

Îáîçíà÷èì íîðìàëüíóþ ôîðìó îòîáðàæåíèÿ (8) ÷åðåç ξ 7→ Γβ(ξ) . Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à çà-
êëþ÷àåòñÿ â àïïðîêñèìàöèè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ïîòîêîì. Â äàííîì ñëó÷àå âîçìîæíî àïïðîê-
ñèìèðîâàòü ïîòîêîì òîëüêî âòîðóþ èòåðàöèþ Γ2

β(ξ) . Äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ‖β‖ âòîðàÿ
èòåðàöèÿ îòîáðàæåíèÿ (8) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ôîðìå [12]:

ξ 7→ ϕ1
β(ξ) + O(‖ξ‖4),

ãäå ϕt
β � ïîòîê ïëîñêîñòíîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

(
η̇1

η̇2

)
=

(
0 1

γ1(β) γ2(β)

)(
η1

η2

)
+

(
0

C1(β)η3
1 + D1(β)η2

1η2

)
, (11)
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Ðèñ. 23. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû (12) äëÿ s = −1 .

ãäå γ1(β) = 4β1 + O(‖β‖2), γ2(β) = −2β1 − 2β2 + O(‖β‖2) ,
C1(0) = 4C(0), D1(0) = −2D(0)− 6C(0) .

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ C1(0) 6= 0 , D1(0) 6= 0 è D1(0) < 0 , òîãäà ìîæíî èçìåíèòü
ìàñøòàá ïåðåìåííûõ, ïàðàìåòðîâ è âðåìåíè â (11) è ðàññìîòðåòü ñèñòåìó

{
ζ̇1 = ζ2,

ζ̇2 = ε1ζ1 + ε2ζ2 + sζ3
1 − ζ2

1ζ2,
(12)

ãäå s = signC(0) = ±1 , ε1, ε2 � íîâûå ïàðàìåòðû.
Ñèñòåìà (12) ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé äëÿ ñèñòåìû (3) â íåïîäâèæíîé òî÷êå x = 0 äëÿ

âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ‖β‖ . Ïîýòîìó ïîâåäåíèå ñèñòåìû (3) îêîëî íåïîäâèæíîé òî÷êè x = 0
ìîæíî èçó÷èòü ïî ïîâåäåíèþ ñèñòåìû (12). ×èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì äëÿ èñõîäíîé ñèñòå-
ìû (2) óñòàíîâëåíî âûïîëíåíèå íåâûðîæäåííûõ óñëîâèé C1(0) 6= 0 , D1(0) 6= 0 è D1(0) < 0 ,
à òàêæå âû÷èñëåíî çíà÷åíèå s = −1 (ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ r , l è k , ïðè êîòîðûõ âîçíèêàåò ñèëüíûé 1:2 ðåçîíàíñ). Áèôóðêàöèîííàÿ äèà-
ãðàììà àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìû (12) äëÿ s = −1 ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 23. Ðàçáåðåì
åå ñòðóêòóðó ïîäðîáíåå.

Ñèñòåìà (12) âñåãäà èìååò òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ E0 = (0, 0) . Äâà äðóãèõ âîç-
ìîæíûõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàñïîëîæåíû íà ãîðèçîíòàëüíîé îñè ζ2 = 0 : E1,2 = (∓√ε1, 0) .
Îíè ñóùåñòâóþò ïðè ε1 > 0 è âîçíèêàþò îäíîâðåìåííî èç òðèâèàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ïîñðåä-
ñòâîì áèôóðêàöèè òèïà âèëêè âäîëü ïðÿìîé F (1) = {(ε1, ε2) : ε1 = 0} . Â îáëàñòè 1 ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ E0 , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé
òî÷êîé (óçëîì èëè ôîêóñîì). Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïîäâåðãàåòñÿ íåâûðîæäåííîé áèôóðêàöèè
Õîïôà íà ïîëóïðÿìîé H(1) = {(ε1, ε2) : ε2 = 0, ε1 < 0} , â ðåçóëüòàòå êîòîðîé â îáëàñòè 2
âîçíèêàåò óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Äâà íåóñòîé÷èâûõ óçëà, êîòîðûå ïîçäíåå ñòàíîâÿòñÿ
ôîêóñàìè, ðàçâåòâëÿþòñÿ èç òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè âåðõíåé
âåòâè ïðÿìîé F (1) èç îáëàñòè 2 â îáëàñòü 3. Íà ïîëóïðÿìîé H(2) = {(ε1, ε2) : ε2 = ε1, ε1 > 0}
íåòðèâèàëüíûå ôîêóñû E1,2 îäíîâðåìåííî ïîäâåðãàþòñÿ áèôóðêàöèÿì Õîïôà. Ýòè áèôóðêà-
öèè âåäóò ê îáðàçîâàíèþ äâóõ �ìàëûõ� íåóñòîé÷èâûõ (ñèììåòðè÷íî�ñïàðåííûõ) ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ âîêðóã íåòðèâèàëüíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ñàìè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâÿò-
ñÿ óñòîé÷èâûìè. Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè 4 ñóùåñòâóþò òðè ïðåäåëüíûõ öèêëà: �áîëüøîé�
è äâà �ìàëûõ�. Âäîëü êðèâîé P =

{
(ε1, ε2) : ε2 = 4

5ε1 + o(ε1), ε1 > 0
}

�ìàëûå� öèêëû èñ÷åçà-
þò ïîñðåäñòâîì ñèììåòðè÷íîé, â âèäå öèôðû âîñåìü, ãîìîêëèíè÷åñêîé áèôóðêàöèè. Âäîëü
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Ðèñ. 24. Îáëàñòü 1. Ðèñ. 25. Îáëàñòü 2.

ýòîé êðèâîé ñåäëî E0 èìååò îäíîâðåìåííî äâå ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè. Ýòè òðàåêòîðèè
òðàíñôîðìèðóþòñÿ îäíà â äðóãóþ ïóòåì ñèììåòðè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. �Âîñüìåðêà� ÿâëÿ-
åòñÿ íåñòàáèëüíîé êàê âíóòðè, òàê è ñíàðóæè. Ïåðåñå÷åíèå êðèâîé P èç îáëàñòè 4 â îáëàñòü 5
èìååò ñëåäñòâèåì íå òîëüêî ðàçðóøåíèå �ìàëûõ� öèêëîâ, íî òàêæå âîçíèêíîâåíèå íåóñòîé÷è-
âîãî �áîëüøîãî� ïðåäåëüíîãî öèêëà. Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè 5 ñóùåñòâóþò äâà �áîëüøèõ�
öèêëà: âíåøíèé, ÿâëÿþùèéñÿ óñòîé÷èâûì, è âíóòðåííèé, íåóñòîé÷èâûé. Ýòè äâà �áîëüøèõ�
öèêëà ñòàëêèâàþòñÿ è èñ÷åçàþò íà êðèâîé K = {(ε1, ε2) : ε2 = j0ε1 + o(ε1), ε1 > 0} , ãäå
j0 = 0.752... . Ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ ñåäëî�óçåë, ïîñëå êîòîðîé â ñèñòåìå íå îñòàåòñÿ íè-
êàêèõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Â îáëàñòè 6 ñóùåñòâóþò òðè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: òðèâèàëüíîå
ñåäëî è äâà óñòîé÷èâûõ íåòðèâèàëüíûõ ôîêóñà/óçëà. Íåòðèâèàëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
ñòàëêèâàþòñÿ ñ òðèâèàëüíûì â íèæíåé âåòâè ïðÿìîé F (1) ïðè âîçâðàùåíèè îáðàòíî â îá-
ëàñòü 1.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñíà÷àëà ñ òî÷êè çðåíèÿ àïïðîêñèìèðó-
þùåãî îòîáðàæåíèÿ ϕ1

ε , à çàòåì ñ òî÷êè çðåíèÿ èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ Γβ îêîëî 1:2 ðåçî-
íàíñà. Ïóñòü ϕ1

ε � ñäâèã íà åäèíèöó âðåìåíè âäîëü îðáèò íîðìàëüíîé ôîðìû (12). Äëÿ ýòîãî
îòîáðàæåíèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè, áèôóðêàöèÿ òèïà
âèëêè ñîõðàíÿåò ñâîå çíà÷åíèå, â òî âðåìÿ êàê áèôóðêàöèÿ Õîïôà ñòàíîâèòñÿ áèôóðêàöèåé
Íåéìàðêà�Ñàêåðà, òàê êàê ïðåäåëüíûå öèêëû ñòàíîâÿòñÿ çàìêíóòûìè èíâàðèàíòíûìè êðèâû-
ìè ñîîòâåòñòâóþùåé óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ Γβ òðèâèàëüíàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ϕ1

ε
ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, íàõîäÿùåéñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, â òî âðåìÿ êàê íåòðèâèàëü-
íûå íåïîäâèæíûå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò åäèíñòâåííîé òðàåêòîðèè ïåðèîäà äâà. Òàêèì îáðà-
çîì áèôóðêàöèÿ òèïà âèëêè ñòàíîâèòñÿ áèôóðêàöèåé óäâîåíèÿ ïåðèîäà, êîòîðóþ åñòåñòâåííî
îæèäàòü îêîëî äâîéíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ µ1,2 = −1 . Ó èñõîäíîé ñèñòåìû ñóùåñòâóþò
êðèâûå áèôóðêàöèè, àíàëîãè÷íûå êðèâûì F (1) , H(1) è H(2) . Íàïðîòèâ, êðèâûå, àíàëîãè÷-
íûå ãîìîêëèíè÷åñêèì êðèâûì P è K , íå ñóùåñòâóþò â èñõîäíîì îòîáðàæåíèè ñ îáùèìè
÷ëåíàìè âûñîêîãî ïîðÿäêà. Âáëèçè äàííûõ êðèâûõ ñóùåñòâóåò íàáîð ñëîæíûõ áèôóðêàöèé,
ïîëíîå îïèñàíèå êîòîðûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èññëåäîâàíî.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû îêîëî òî÷êè ñèëüíîãî 1:2 ðåçîíàíñà. Íà ðè-
ñóíêàõ 24, 25, 26 è 27 ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû (2) â îáëàñòÿõ 1, 2, 3 è 6
(ðèñ. 23) ñîîòâåòñòâåííî. Â îáëàñòè 1 (ðèñ. 24) íåòðèâèàëüíàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗1, y

∗
1) ÿâ-

ëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì. Â îáëàñòè 2 (ðèñ. 25) âîêðóã äàííîé íåïîäâèæíîé òî÷êè âîçíèêàåò óñòîé-
÷èâàÿ çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ, ïðè ýòîì ñàìà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗1, y

∗
1) ñòàíîâèòñÿ

ðåïåëëåðîì. Â îáëàñòè 3 (ðèñ. 26) íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗1, y
∗
1) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì (èçîáðàæåíà â

öåíòðå ðèñóíêà), à òàêæå â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé íåóñòîé÷èâûé öèêë äëèíîé 2.
Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗1, y

∗
1) è öèêë îêðóæåíû óñòîé÷èâîé çàìêíóòîé èíâàðèàíòíîé êðèâîé.

Ïåðåõîä èç îáëàñòè 3 â îáëàñòü 6 â èñõîäíîé ñèñòåìå (2) ïðîèñõîäèò î÷åíü áûñòðî: ïðèìåðíî
çà 0.001 èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. ×òîáû ïðîñëåäèòü ýòîò ïåðåõîä, â êà÷åñòâå ïðèìåðà
âîçüìåì çíà÷åíèÿ r = 2 , l = 0.765 è ïîñìîòðèì, êàê ìåíÿåòñÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â çàâèñèìî-
ñòè îò ïàðàìåòðà k . Ïðè çíà÷åíèè k ≈ 2.8283 ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â îáëàñòè 2. Äëÿ k ≈ 2.8284
ñèñòåìà ïîïàäàåò â îáëàñòü 3, à äëÿ k ≈ 2.8292 ñèñòåìà ïîïàäàåò â îáëàñòü 4 èëè 5 (îïðå-
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Ðèñ. 26. Îáëàñòü 3. Ðèñ. 27. Îáëàñòü 6.

äåëèòü êàêàÿ ýòî îáëàñòü ïðàêòè÷åñêè íå âîçìîæíî). Â îáëàñòÿõ 4 è 5 íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
(x∗1, y

∗
1) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì, èìååò ìåñòî íåòðèâèàëüíûé óñòîé÷èâûé öèêë äëèíîé 2 è óñòîé÷è-

âàÿ çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ, à òàêæå ñóùåñòâóåò îäíà (îáëàñòü 5) èëè äâå (îáëàñòü 4)
íåóñòîé÷èâûå çàìêíóòûå èíâàðèàíòíûå êðèâûå. È íàêîíåö, ïðè çíà÷åíèè k ≈ 2.8295 ñèñòåìà
íàõîäèòñÿ â îáëàñòè 6 (ðèñ. 27), â êîòîðîé íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗1, y

∗
1) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì è òàê-

æå ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûé öèêë äëèíîé 2 (íà ðèñóíêå öèêë îòìå÷åí êðóæî÷êàìè). Îáëàñòè 1,
2 è 6 ðèñóíêà 23 ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòÿì 3a, 4a è 5a îêîëî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèôóðêàöèîííûõ
êðèâûõ I è II (òî÷êà A) ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñóíêå 4.

4. Ñèëüíûé 1:3 ðåçîíàíñ. Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ïëîñêîñòíîå îòîáðàæåíèå

x 7→ f(x, α), x ∈ R2, α ∈ R2, (13)

èìåþùåå ïðè α = 0 íåïîäâèæíóþ òî÷êó x = 0 ñ ïðîñòûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
µ1,2 = e±iθ0 äëÿ θ0 = 2π

3 (ñèëüíûé 1:3 ðåçîíàíñ). Ïóñòü x = 0 ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé
îòîáðàæåíèÿ äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ‖α‖ . Çàïèøåì îòîáðàæåíèå (13) â âèäå

x 7→ A(α)x + F (x, α),

ãäå A(α) � ìàòðèöà ßêîáè ñèñòåìû (13) â íåïîäâèæíîé òî÷êå x = 0 , à F (x, α) = f(x, α) −
A(α)x = O(‖x‖2) . Òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîñòûå, òî çäåñü ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íûé
ñîáñòâåííûé âåêòîð q(α) ∈ C2 : A(α)q(α) = µ(α)q(α) äëÿ âñåõ ìàëûõ ‖α‖ , òàêèõ, ÷òî µ(0) =
eiθ0 . Ââåäåì ñîïðÿæåííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð p(α) ∈ C2 : AT (α)p(α) = µ̄(α)p(α) , êîòîðûé
íîðìàëèçóåì ïî îòíîøåíèþ ê q(α) òàê, ÷òî 〈p, q〉 = 1 , ãäå 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â
C2 : 〈x, y〉 = x̄1y1+x̄2y2 . Ëþáîé âåêòîð x ∈ R2 ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåí
êàê x = zq + z̄q̄ äëÿ íåêîòîðîãî êîìïëåêñíîãî z ( z = 〈p, x〉 ). Òîãäà èçó÷àåìîå îòîáðàæåíèå
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â êîìïëåêñíîé ôîðìå

z 7→ µ(α)z + g(z, z̄, α), (14)

ãäå g(z, z̄, α) = 〈p(α), f(zq(α) + z̄q̄(α), α)〉 =
∑

k+l>2

1
k!l!

gkl(α)zkz̄l ,

gkl(α) =
∂k+l

∂zk∂z̄l
〈p(α), f(zq(α) + z̄q̄(α), α)〉

∣∣∣∣
z=0

, k + l > 2, k, l = 0, 1, . . .

Íîðìàëüíàÿ ôîðìà îòîáðàæåíèÿ (14) äëÿ ñèëüíîãî 1:3 ðåçîíàíñà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìà-
ëûõ ‖α‖ èìååò âèä [12]:

ζ 7→ Γα(ζ) = µ(α)ζ + B(α)ζ̄2 + C(α)ζ|ζ|2 + O(|ζ|4), (15)
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Ïðè ýòîì B(0) è C(0) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (µ0 = µ(0) = eiθ0 ):

B(0) =
g02(0)

2
, C(0) =

g20(0)g11(0)(1− 2µ0)
2(µ2

0 − µ0)
+
|g11(0)|2
1− µ̄0

+
g21(0)

2
. (16)

Àïïðîêñèìèðóåì îòîáðàæåíèå (15) ïîòîêîì. Ëèíåéíóþ ÷àñòü ζ 7→ µ(α)ζ , êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ
ïîâîðîòîì íà óãîë 2π

3 â α = 0 , íåñëîæíî ïðåîáðàçîâàòü. Çàïèøåì µ(α) â ýêñïîíåíöèàëüíîé
ôîðìå: µ(α) = eε(α)+iθ(α) , ãäå ε(0) = 0 è θ(0) = θ0 . Ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü, ÷òî
ζ 7→ µ(α)ζ ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì íà åäèíèöó âðåìåíè âäîëü îðáèò ëèíåéíîãî âûðàæåíèÿ ζ̇ = λ(α)ζ
äëÿ λ(α) = ε(α)+iθ(α) . Â äàííîì ñëó÷àå âîçìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïîòîêîì òîëüêî òðåòüþ
èòåðàöèþ Γ3

α . Äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ‖α‖ òðåòüÿ èòåðàöèÿ îòîáðàæåíèÿ (15) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â ôîðìå [12]:

Γ3
α(ζ) = ϕ1

αζ + O(|ζ|4),
ãäå ϕt

α � ïîòîê ïëîñêîñòíîé ñèñòåìû

ζ̇ = ω(α)ζ + B1(α)ζ̄2 + C1(α)ζ|ζ|2, (17)

à ω , B1 è C1 � ãëàäêèå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè α , ω(0) = 0 è

B1(0) = 3µ̄0B(0), C1(0) = −3|B(0)|2 + 3µ2
0C(0). (18)

Ðàññìîòðèì äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ω â êà÷åñòâå íîâûõ ïàðàìåòðîâ (β1, β2) :
ω(α) = β1(α) + iβ2(α) . Èìååì, β1(α) = 3ε(α) , β2(α) = 3θ(α) (mod 2π) . Çàïèøåì îòîáðàæå-
íèå (17) â âèäå

ζ̇ = (β1 + iβ2)ζ + b1(β)ζ̄2 + c1(β)ζ|ζ|2, (19)
ãäå b1(β) = B1(α(β)) , c1(β) = C1(α(β)) . Åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî b1(0) = B1(0) 6= 0 , òî ìîæíî
èçìåíèòü ìàñøòàá, ñäåëàâ çàìåíó ζ =

1
|b1(β)| exp

(
i
arg b1(β)

3

)
η . Ïîëîæèì c(β) =

c1(β)
|b1(β)|2 ,

òîãäà îêîí÷àòåëüíî èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

η̇ = (β1 + iβ2)η + η̄2 + c(β)η|η|2. (20)

Çàïèñàâ (20) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ η = ρeiϕ , ïîëó÷èì
{

ρ̇ = β1ρ + ρ2 cos 3ϕ + a(β)ρ3,

ϕ̇ = β2 − ρ sin 3ϕ + b(β)ρ2
(21)

ñ ãëàäêèìè äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè a(β) = Re c(β) , b(β) = Im c(β) . Ïóñòü âû-
ïîëíåíî óñëîâèå a(0) = Re c(0) 6= 0 .

Ñèñòåìà (21) ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé äëÿ ñèñòåìû (13) â íåïîäâèæíîé òî÷êå x = 0
äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ‖α‖ . Ïîýòîìó ïîâåäåíèå ñèñòåìû (13) îêîëî íåïîäâèæíîé òî÷êè
x = 0 ìîæíî èçó÷èòü ïî ïîâåäåíèþ ñèñòåìû (21). ×èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì äëÿ èñõîäíîé
ñèñòåìû (2) óñòàíîâëåíî âûïîëíåíèå íåâûðîæäåííûõ óñëîâèé b1(0) 6= 0 è a(0) 6= 0 , à òàêæå
óñëîâèÿ a(0) < 0 (ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ r , l
è k , ïðè êîòîðûõ âîçíèêàåò ñèëüíûé 1:3 ðåçîíàíñ). Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà àïïðîêñèìè-
ðóþùåé ñèñòåìû (21) äëÿ a(0) < 0 ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 28.

Ñèñòåìà (21) âñåãäà èìååò òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ E0 ñ ρ0 = 0 . Äëÿ âñåõ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ‖β‖ 6= 0 ñóùåñòâóþò òàêæå òðè íåòðèâèàëüíûõ ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ Ej = (ρs, ϕs,j) , j = 1, 2, 3 , êîòîðûå ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíîñòè ðàäèó-
ñà r2

s = β2
1 + β2

2 + O(‖β‖3) è ðàçäåëåíû óãëîì θ0 = 2π
3 â ϕ �êîîðäèíàòàõ. Íåòðèâèàëüíûå

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âñåãäà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåäëà è íå èçìåíÿþò ñâîé õàðàêòåð äëÿ
ìàëûõ ‖β‖ 6= 0 . Òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî ïðè β1 < 0 è íåóñòîé÷èâî
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Ðèñ. 28. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû (21) äëÿ a(0) < 0 .

Ðèñ. 29. Îáëàñòü 1. Ðèñ. 30. Îáëàñòü 2.

ïðè β1 > 0 , è ïîäâåðãàåòñÿ ñóïåðêðèòè÷åñêîé áèôóðêàöèè Õîïôà ïðè β1 = 0 , îáóñëîâ-
ëåííîé äîïóùåíèåì a(0) < 0 . Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííûé óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë
ïîÿâëÿåòñÿ â (21), åñëè ïåðåñåêàåòñÿ ëèíèÿ áèôóðêàöèè Õîïôà N = {(β1, β2) : β1 = 0}
ñëåâà íàïðàâî â òî÷êå ñ β2 6= 0 . Â ñèëó âûïîëíåíèÿ íåâûðîæäåííûõ óñëîâèé b1(0) 6= 0 è
a(0) 6= 0 ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (21) èìååò íå áîëåå îäíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà äëÿ âñåõ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ‖β‖ [12]. Òàêæå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ
H =

{
(β1, β2) : β1 = −a

2β2
2 + o(β2

2)
}
, íà êîòîðîé ïðåäåëüíûé öèêë èñ÷åçàåò ïîñðåäñòâîì ãåòå-

ðîêëèíè÷åñêîé áèôóðêàöèè. Äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ëåæàùèõ íà êðèâîé H , ñèñòåìà èìååò
ãåòåðîêëèíè÷åñêèé öèêë, ôîðìèðóåìûé ñîâïàäåíèåì óñòîé÷èâîé è íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñ
íåòðèâèàëüíûõ ñåäåë. Ñîåäèíåíèå âñåõ òðåõ ñåäåë ïðîèñõîäèò îäíîâðåìåííî âñëåäñòâèå ñèì-
ìåòðèè. Ãåòåðîêëèíè÷åñêèé öèêë îáðàçóåò òðåóãîëüíèê, óñòîé÷èâûé âíóòðè. Òàêèì îáðàçîì,
ïðåäåëüíûé öèêë ñóùåñòâóåò â äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îáëàñòÿõ, ñìåæíûõ ïî îòíîøåíèþ ê
ëèíèè N . Çàìåòèì, ÷òî òðàåêòîðèè ñèñòåìû èäóò ïî ñïèðàëè ê èëè îò íà÷àëà êîîðäèíàò â
çàâèñèìîñòè îò çíàêà β2 (ñì. âòîðîå óðàâíåíèå â (21)). Ïðè β2 = 0 íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ
âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò ìåíÿåòñÿ.

Èíòåðïðåòèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ Γα îêîëî ñèëüíî-
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Ðèñ. 31. Îáëàñòü 3.

ãî 1:3 ðåçîíàíñà. Îòîáðàæåíèå Γα âñåãäà èìååò òðèâèàëüíóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ïîäâåð-
ãàþùóþñÿ íåâûðîæäåííîé áèôóðêàöèè Íåéìàðêà�Ñàêåðà íà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé, ñîîò-
âåòñòâóþùåé êðèâîé Õîïôà N â àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìå (21). Áèôóðêàöèÿ Íåéìàðêà�
Ñàêåðà ðîæäàåò çàìêíóòóþ èíâàðèàíòíóþ êðèâóþ, îêðóæàþùóþ òðèâèàëüíóþ íåïîäâèæíóþ
òî÷êó. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê α = 0 , îòîáðàæåíèå Γα èìå-
åò ñåäëîâîé öèêë ïåðèîäà 3, ñîîòâåòñòâóþùèé òðåì íåòðèâèàëüíûì ñåäëîâûì íåïîäâèæíûì
òî÷êàì Γ3

α , êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ñîîòâåòñòâóþò ñåäëàì Ej , j = 1, 2, 3 îòîáðàæåíèÿ (21).
Âìåñòî åäèíñòâåííîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé áèôóðêàöèîííîé êðèâîé H îòîáðàæåíèå Γα ñ îáùè-
ìè ÷ëåíàìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà îáëàäàåò ñëîæíûì íàáîðîì áèôóðêàöèé, ïîëíîå îïèñàíèå
êîòîðûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èññëåäîâàíî.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû. Íà ðèñóíêàõ 29, 30 è 31 ïðåäñòàâëåíû ïðè-
ìåðû ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû (2) îêîëî òî÷êè ñèëüíîãî 1:3 ðåçîíàíñà. Íà ðèñóíêå 29 íåòðèâèàëüíàÿ
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗1, y

∗
1) ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì, íà ðèñóíêàõ 30 è 31 � ðåïåëëåðîì, íà ðè-

ñóíêå 30 èçîáðàæåíà óñòîé÷èâàÿ çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ â
ñèñòåìå òàêæå èìååò ìåñòî ñåäëîâîé öèêë äëèíîé 3 (íà ðèñóíêàõ öèêë îòìå÷åí êðóæî÷êàìè).
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íà ðèñóíêàõ 29 è 31 èçîáðàæåíà åäèíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû,
êîòîðàÿ èìååò òàêîé âèä çà ñ÷åò íàëè÷èÿ ñåäëîâîãî öèêëà.

5. Ñèëüíûé 1:4 ðåçîíàíñ. Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ïëîñêîñòíîå îòîáðàæåíèå

x 7→ f(x, α), x ∈ R2, α ∈ R2, (22)

èìåþùåå ïðè α = 0 íåïîäâèæíóþ òî÷êó x = 0 ñ ïðîñòûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
µ1,2(0) = ±i (ñèëüíûé 1:4 ðåçîíàíñ). Ïðîèçâåäÿ òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ, êàê è â ñëó÷àå ñèëü-
íîãî 1:3 ðåçîíàíñà, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìèðóþùóþ ñèñòåìó:

η̇ = (β1 + iβ2)η + A(β)η|η|2 + η̄3, (23)

ãäå A(β) =
c1(β)
|d1(β)| . Îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ c1(β) è d1(β) ìîæíî íàéòè â [12]. Ýòîò ñëó-

÷àé îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ñèëüíîãî 1:3 ðåçîíàíñà òåì, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ íîðìàëüíîé ôîðìû
ïîòîêîì âîçìîæíà òîëüêî äëÿ ÷åòâåðòîé èòåðàöèè îòîáðàæåíèÿ Γ4

α . Çàïèñàâ (23) â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ η = ρeiϕ , ïîëó÷èì

{
ρ̇ = β1ρ + a(β)ρ3 + ρ3 cos 4ϕ,

ϕ̇ = β2 + b(β)ρ2 − ρ2 sin 4ϕ
(24)

ñ ãëàäêèìè äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè a(β) = ReA(β) , b(β) = Im A(β) . Ïóñòü âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ a(0) = ReA(0) 6= 0 , b(0) = ImA(0) 6= 0 .

Ñèñòåìà (24) ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé äëÿ ñèñòåìû (22) â íåïîäâèæíîé òî÷êå x = 0
äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ‖α‖ . Ïîýòîìó ïîâåäåíèå ñèñòåìû (22) îêîëî íåïîäâèæíîé òî÷êè
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Ðèñ. 32. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû (24) äëÿ |A(0)| < 1 è a(0) < 0 .

x = 0 ìîæíî èçó÷èòü ïî ïîâåäåíèþ ñèñòåìû (24). ×èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì äëÿ èñõîäíîé
ñèñòåìû (2) óñòàíîâëåíî âûïîëíåíèå íåâûðîæäåííûõ óñëîâèé d1(0) 6= 0 , a(0) 6= 0 è b(0) 6= 0 ,
à òàêæå óñëîâèé |A(0)| < 1 è a(0) < 0 . Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà àïïðîêñèìèðóþùåé
ñèñòåìû (24) äëÿ |A(0)| < 1 è a(0) < 0 ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 32.

Ñèñòåìà (24) âñåãäà èìååò òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ E0 ñ ρ0 = 0 . Äëÿ âñåõ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ‖β‖ 6= 0 ñóùåñòâóþò òàêæå ÷åòûðå íåòðèâèàëüíûõ ñèììåòðè÷íûõ ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ Ej = (ρs, ϕs,j) , j = 1, 2, 3, 4 . Íåòðèâèàëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âñåãäà
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåäëà è íå èçìåíÿþò ñâîé õàðàêòåð äëÿ ìàëûõ ‖β‖ 6= 0 . Òðèâèàëüíîå
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî ïðè β1 < 0 è íåóñòîé÷èâî ïðè β1 > 0 , è ïîäâåðãàåòñÿ ñó-
ïåðêðèòè÷åñêîé áèôóðêàöèè Õîïôà ïðè β1 = 0 , îáóñëîâëåííîé äîïóùåíèåì a(0) < 0 . Òàêèì
îáðàçîì åäèíñòâåííûé óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë ïîÿâëÿåòñÿ â (24), åñëè ïåðåñåêàåòñÿ ëè-
íèÿ áèôóðêàöèè Õîïôà N = {(β1, β2) : β1 = 0} ñëåâà íàïðàâî â òî÷êå ñ β2 6= 0 . Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ H =

{
(β1, β2) : β1 = −a

2β2
2 + o(β2

2)
}
, íà êî-

òîðîé ïðåäåëüíûé öèêë èñ÷åçàåò ïîñðåäñòâîì ãåòåðîêëèíè÷åñêîé áèôóðêàöèè. Äëÿ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ íà êðèâîé H ñèñòåìà èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèé öèêë, ôîðìèðóåìûé ñîâïàäåíèåì
óñòîé÷èâîé è íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñ íåòðèâèàëüíûõ ñåäåë. Ñîåäèíåíèå âñåõ ÷åòûðåõ ñåäåë
ïðîèñõîäèò îäíîâðåìåííî âñëåäñòâèå ñèììåòðèè. Ãåòåðîêëèíè÷åñêèé öèêë îáðàçóåò êâàäðàò,
óñòîé÷èâûé âíóòðè. Â èòîãå, ïðåäåëüíûé öèêë ñóùåñòâóåò â äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îáëàñòÿõ,
ñìåæíûõ ïî îòíîøåíèþ ê ëèíèè N . Çàìåòèì, ÷òî òðàåêòîðèè ñèñòåìû èäóò ïî ñïèðàëè ê èëè
îò íà÷àëà êîîðäèíàò â çàâèñèìîñòè îò çíàêà β2 (ñì. âòîðîå óðàâíåíèå â (24)). Ïðè β2 = 0
íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò ìåíÿåòñÿ.

Èíòåðïðåòèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ Γα îêîëî ñèëüíî-
ãî 1:4 ðåçîíàíñà. Îòîáðàæåíèå Γα âñåãäà èìååò òðèâèàëüíóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ïîäâåð-
ãàþùóþñÿ íåâûðîæäåííîé áèôóðêàöèè Íåéìàðêà�Ñàêåðà íà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé, ñîîò-
âåòñòâóþùåé êðèâîé Õîïôà N â àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìå (24). Áèôóðêàöèÿ Íåéìàðêà�
Ñàêåðà ðîæäàåò çàìêíóòóþ èíâàðèàíòíóþ êðèâóþ, îêðóæàþùóþ òðèâèàëüíóþ íåïîäâèæíóþ
òî÷êó. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê α = 0 , îòîáðàæåíèå Γα èìååò
ñåäëîâîé öèêë ïåðèîäà 4, ñîîòâåòñòâóþùèé ÷åòûðåì íåòðèâèàëüíûì ñåäëîâûì íåïîäâèæíûì
òî÷êàì Γ4

α , êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ñîîòâåòñòâóþò ñåäëàì Ej , j = 1, 2, 3, 4 îòîáðàæåíèÿ (24).
Âìåñòî åäèíñòâåííîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé áèôóðêàöèîííîé êðèâîé H îòîáðàæåíèå Γα ñ îáùè-
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Ðèñ. 33. Îáëàñòü 1. Ðèñ. 34. Îáëàñòü 2.

Ðèñ. 35. Îáëàñòü 3.

ìè ÷ëåíàìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà îáëàäàåò ñëîæíûì íàáîðîì áèôóðêàöèé, êîòîðûå ñîòâåò-
ñòâóþò îáðàçîâàíèþ ñëîæíîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðè-
âàÿ, ðîæäåííàÿ áèôóðêàöèåé Íåéìàðêà�Ñàêåðà, òåðÿåò ñâîþ ãëàäêîñòü è ðàçðóøàåòñÿ, êàê
òîëüêî ïðèáëèæàåòñÿ ê äàííîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé ñòðóêòóðå.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû. Íà ðèñóíêàõ 33, 34 è 35 ïðåäñòàâëåíû ïðè-
ìåðû ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû (2) îêîëî òî÷êè ñèëüíîãî 1:4 ðåçîíàíñà. Íà ðèñóíêå 33 íåòðèâèàëüíàÿ
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗1, y

∗
1) ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì, íà ðèñóíêàõ 34 è 35 � ðåïåëëåðîì, íà ðè-

ñóíêå 34 èçîáðàæåíà óñòîé÷èâàÿ çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ (ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íà
ðèñóíêàõ 33 è 35 èçîáðàæåíà åäèíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû). Òàêæå âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ
â ñèñòåìå èìååò ìåñòî ñåäëîâîé öèêë äëèíîé 4 (íà ðèñóíêàõ öèêë îòìå÷åí êðóæî÷êàìè).

6. Äðóãèå áèôóðêàöèè ñèñòåìû. Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, íà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé I
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗1, y

∗
1) èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1,2 = e±iθ0 . Ïðè ïðîõîæäåíèè ïà-

ðàìåòðàìè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé íà êðèâîé I â ñèñòåìå (2) ðåàëèçóåòñÿ ñóïåðêðèòè÷åñêàÿ
áèôóðêàöèÿ Íåéìàðêà�Ñàêåðà ñ ðîæäåíèåì óñòîé÷èâîé çàìêíóòîé èíâàðèàíòíîé êðèâîé (çà
èñêëþ÷åíèåì òî÷åê ñèëüíûõ ðåçîíàíñîâ). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñèñòåìå (2) îòñóòñòâóåò
îáîáùåííàÿ áèôóðêàöèÿ Íåéìàðêà�Ñàêåðà [12].

Èíòåðåñíî ïðîñëåäèòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ óñòîé÷èâîé çàìêíóòîé èíâàðèàíòíîé êðèâîé (íà-
ïðèìåð, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 30) ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â ñòîðîíó óäàëåíèÿ
îò áèôóðêàöèîííîé êðèâîé I. Ïðè ðàçðóøåíèè ýòîé èíâàðèàíòíîé êðèâîé âíà÷àëå âîçíèêàåò
óñòîé÷èâûé äëèííîïåðèîäè÷íûé öèêë (ðèñ. 36), à çàòåì õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð (ðèñ. 37), äëÿ
êîòîðîãî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà h2 < 0 < h1 .

Íà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé II íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗1, y
∗
1) èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

µ1 < −1 , µ2 = −1 (ïðè ïåðåõîäå èç ðåïåëëåðà â ñåäëî) èëè µ1 = −1 , −1 < µ2 < 1 (ïðè ïåðå-
õîäå èç àòðàêòîðà â ñåäëî, ÷òî âîçìîæíî ïðè r & 1.09 ). Â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ áèôóðêàöèîííûõ
êðèâûõ II è I ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1 = µ2 = −1 (ñèëüíûé 1:2 ðåçîíàíñ). Ýòà áèôóðêàöèÿ
ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèåé óäâîåíèÿ ïåðèîäà: ñïðàâà îò êðèâîé II ïîÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûé öèêë
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Ðèñ. 36. Äëèííîïåðèîäè÷íûé öèêë. Ðèñ. 37. Õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð.

Ðèñ. 38. Äëèííîïåðèîäè÷íûé öèêë. Ðèñ. 39. Õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð.

Ðèñ. 40. Îáëàñòü 3a. Ðèñ. 41. Îáëàñòü 5a.
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äëèíîé 2. Ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàêîíîìåðíîñòü. Åñëè ïðè ïåðåñå÷åíèè áèôóð-
êàöèîííîé êðèâîé II ñëåâà íàïðàâî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗1, y

∗
1) ïåðåõîäèò èç àòòðàêòîðà â

ñåäëî, òî ñïðàâà îò êðèâîé II ïîÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûé öèêë äëèíîé 2, êîòîðûé çàòåì ñòàíî-
âèòñÿ ñåäëîâûì. Ïðè óäàëåíèè îò êðèâîé II âìåñòå ñ ñåäëîâûì öèêëîì âíà÷àëå â ñèñòåìå
ïîÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûé äëèííîïåðèîäè÷íûé öèêë (ðèñ. 38), à çàòåì õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð
(ðèñ. 39). Êâàäðàòèêîì íà ðèñóíêàõ îòìå÷åíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗1, y

∗
1) , êðóæî÷êàìè �

ñåäëîâîé öèêë äëèíîé 2. Åñëè æå ïðè ïåðåñå÷åíèè áèôóðêàöèîííîé êðèâîé II ñëåâà íàïðàâî
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗1, y

∗
1) ïåðåõîäèò èç ðåïåëëåðà â ñåäëî, òî ñïðàâà îò êðèâîé II ïîÿâëÿåòñÿ

íåóñòîé÷èâûé öèêë äëèíîé 2, êîòîðûé çàòåì ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâûì (ïðè ýòîì íå âîçíèêàåò íè
äëèííîïåðèîäè÷íîãî öèêëà, íè õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà).

Ïðè ïåðåñå÷åíèè áèôóðêàöèîííîé êðèâîé III ñëåâà íàïðàâî ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ ñåäëî�
óçåë (íà êðèâîé III ó íåïîäâèæíîé òî÷êè (x∗1, y

∗
1) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1 > 1 , µ2 = 1 ):

â ñèñòåìå ïîÿâëÿþòñÿ äâå íåòðèâèàëüíûå íåïîäâèæíûå òî÷êè, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
ðåïåëëåðîì, âòîðàÿ � ñåäëîì.

Íà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé IV â ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà: íà
äàííîé êðèâîé íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (k, 0) èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1 = −1 , µ2 = k . Ïðè
ýòîì ñïðàâà îò êðèâîé IV ïîÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûé ( yt = 0 ) öèêë äëèíîé 2, õàðàêòåð êîòîðîãî
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ïðè ïåðåñå÷åíèè áèôóðêàöèîííîé êðèâîé IV ñëåâà
íàïðàâî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (k, 0) ïåðåõîäèò èç àòòðàêòîðà â ñåäëî, òî ñïðàâà îò êðèâîé IV
ïîÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûé óñòîé÷èâûé öèêë äëèíîé 2, êîòîðûé çàòåì ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâûì.
Âìåñòå ñ ñåäëîâûì öèêëîì âíà÷àëå â ñèñòåìå ïîÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûé ( yt = 0 ) óñòîé÷èâûé
äëèííîïåðèîäè÷íûé öèêë, à çàòåì òðèâèàëüíûé ( yt = 0 ) õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð. Åñëè ïðè
ïåðåñå÷åíèè áèôóðêàöèîííîé êðèâîé IV ñëåâà íàïðàâî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (k, 0) ïåðåõîäèò
èç ñåäëà â ðåïåëëåð, òî òðèâèàëüíûé öèêë äëèíîé 2 âíà÷àëå ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâûì, à çàòåì ñòà-
íîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì (ïðè ýòîì â ñèñòåìå íåò íè òðèâèàëüíîãî äëèííîïåðèîäè÷íîãî öèêëà,
íè òðèâèàëüíîãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà).

Íà ïîëóïðÿìîé k = 1 íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (k, 0) èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1 = 1+r(l−
1) < 1 , µ2 = 1 ( l < 1 ), ïîýòîìó çäåñü èìååò ìåñòî áèôóðêàöèÿ ñåäëî�óçåë. Ïðè ïåðåñå÷åíèè
äàííîé ïîëóïðÿìîé ñëåâà íàïðàâî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (k, 0) ïåðåõîäèò èç àòòðàêòîðà â ñåäëî
èëè èç ñåäëà â ðåïåëëåð, ïðè ýòîì â ñèñòåìå âîçíèêàåò íåòðèâèàëüíàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
(x∗1, y

∗
1) , ÿâëÿþùàÿñÿ àòòðàêòîðîì èëè ñåäëîì.

Íà ïîëóïðÿìîé l = 1 ó íåïîäâèæíîé òî÷êè (l, 0) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1 = 1+r(k−1) >
1 , µ2 = 1 ( k > 1 ), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò áèôóðêàöèè ñåäëî�óçåë. Ïðè ïåðåñå÷åíèè äàííîé ïî-
ëóïðÿìîé ñíèçó ââåðõ ïðè 1 < k 6 k0 (âåëè÷èíà k0 ââåäåíà íà ñ. 2) èñ÷åçàåò íåòðèâèàëüíàÿ
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗1, y

∗
1) , à ïðè k > k0 ïîÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ ñåäëîâàÿ íåòðèâèàëüíàÿ íåïî-

äâèæíàÿ òî÷êà (x∗2, y
∗
2) .

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ IV è k = 1 (èìå-
åò ìåñòî ïðè r > 2 ). Íà ïàðàìåòðè÷åñêîì ïîðòðåòå ñèñòåìû � ýòî òî÷êà (k, l) = (1, 1−2/r) ,
â êîòîðîé ó íåïîäâèæíîé òî÷êè (k, 0) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1 = −1 , µ2 = 1 . Ïîâåäåíèå
èñõîäíîé ñèñòåìû â îáëàñòÿõ 1, 1a, è 3 â îêðåñòíîñòè òî÷êè (1, 1−2/r) íå îòëè÷àåòñÿ îò ïî-
âåäåíèÿ ñèñòåìû â ñàìèõ ýòèõ îáëàñòÿõ (ðèñ. 7, 8 (èëè 9) è 12 ñîîòâåòñòâåííî). Òîãäà êàê
ïîâåäåíèå ñèñòåìû â îáëàñòÿõ 3a è 5a èìååò íåêîòîðûå îòëè÷èÿ. Çäåñü ñêàçûâàåòñÿ áëèçîñòü
áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ IV è II. Ðàññìîòðèì äàííûå îáëàñòè.

Â îáëàñòè 3a (ðèñ. 40: r = 3 , l = 0.4 , k = 1.2 ) íåïîäâèæíûå òî÷êè (0, 0) è (x∗1, y
∗
1) �

àòòðàêòîðû, (l, 0) � ñåäëî, (k, 0) � ðåïåëëåð. Òàêæå â ñèñòåìå âîçíèêàåò òðèâèàëüíûé ñåäëî-
âîé èëè íåóñòîé÷èâûé öèêë äëèíîé 2 (íà ðèñ. 40 ïðåäñòàâëåí íåóñòîé÷èâûé öèêë, îòìå÷åííûé
êðóæî÷êàìè). Â äàííîé îáëàñòè ëèáî ïðîèñõîäèò âûìèðàíèå õèùíèêîâ è æåðòâ, ëèáî èõ ÷èñ-
ëåííîñòè ñòðåìÿòñÿ ê ïîñòîÿííûì çíà÷åíèÿì (íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x∗1, y

∗
1) ).

Â îáëàñòè 5a (ðèñ. 41: r = 3 , l = 0.3 , k = 1.2 ) íåïîäâèæíûå òî÷êè (0, 0) � àòòðàê-
òîð, (l, 0) è (x∗1, y

∗
1) (íà ðèñ. îòìå÷åíà êâàäðàòèêîì) � ñåäëà, (k, 0) � ðåïåëëåð. Çà ñ÷åò

áëèçîñòè êðèâîé II â ñèñòåìå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåòðèâèàëüíûé óñòîé÷èâûé èëè ñåäëîâîé
öèêë äëèíîé 2 (íà ðèñ. 41 ïðåäñòàâëåí íåòðèâèàëüíûé ñåäëîâîé öèêë, îòìå÷åííûé êðóæî÷-
êàìè), à íàõîæäåíèå ðÿäîì êðèâîé IV ïîðîæäàåò òðèâèàëüíûé óñòîé÷èâûé, íåóñòîé÷èâûé
èëè ñåäëîâîé öèêë äëèíîé 2 (íà ðèñ. 41 ïðåäñòàâëåí òðèâèàëüíûé íåóñòîé÷èâûé öèêë, òàêæå
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îòìå÷åííûé êðóæî÷êàìè). Ïðè íàëè÷èè íåòðèâèàëüíîãî ñåäëîâîãî öèêëà èëè òðèâèàëüíîãî
íåóñòîé÷èâîãî èëè ñåäëîâîãî öèêëà â ñèñòåìå âîçíèêàåò ñîîòâåòñòâåííî íåòðèâèàëüíûé èëè
òðèâèàëüíûé õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð (ðåæå óñòîé÷èâûé äëèííîïåðèîäè÷íûé öèêë). Íà ðèñ. 41
ïðåäñòàâëåíû îáà äàííûõ àòòðàêòîðà. Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, õàðàêòåðèçóþùèå íåòðèâèàëü-
íûé õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, ïîëîæèòåëüíû 0 < h2 < h1 , à äëÿ òðèâèàëüíîãî õàîòè÷åñêîãî
àòòðàêòîðà � 0 < h2 < h1 èëè h2 < 0 < h1 . Âñå òðàåêòîðèè áóäóò ñòðåìèòñÿ ê îäíîìó èç ýòèõ
àòòðàêòîðîâ (èëè ê íåïîäâèæíîé òî÷êå (0, 0) ), à èçìåíåíèå ÷èñëåííîñòè õèùíèêîâ è æåðòâ
ïðîèñõîäèò ñëîæíûì íåðåãóëÿðíûì îáðàçîì.

Àâòîð áëàãîäàðèò À.Ñ. Áðàòóñÿ çà ïîëåçíûå ñîâåòû è ïîìîùü â íàïèñàíèè äàííîé ñòàòüè.
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ÌÍÎÃÎØÀÃÎÂÀß ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

ÄÎÑÒÈÆÈÌÎÑÒÈ ËÈÍÅÉÍÎÉ
ÀÂÒÎÍÎÌÍÎÉ ÓÏÐÀÂËßÅÌÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ

ÃÀÐÀÍÒÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÒÎ×ÍÎÑÒÜÞ
c© 2005 ã. Í. Á. Áðóñíèêèíà

Ðåøåíèå ìíîãèõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñâÿçàíî ñ íàõîæäåíèåì ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê àïïðîêñèìà-
öèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè, íàèáîëåå èçâåñòíûìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñîèäàëüíàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ è ïîëèýäðàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Ìåòîäû ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè,
îñíîâàííûå íà àïïðîêñèìàöèè îäíèì ýëëèïñîèäîì [1] èëè ïåðåñå÷åíèåì è îáúåäèíåíèåì ýë-
ëèïñîèäîâ, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ðåøåíèÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé [2], äàþò âîçìîæíîñòü äàòü îöåíêó ðàñïîëîæåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Â îòëè÷èå
îò ìåòîäîâ ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè, ìåòîäû ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè, ïðåäëî-
æåííûå Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíûì (ñì., íàïðèìåð, ïðåäèñëîâèå Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà ê êíèãå [3]), íà-
ïðàâëåíû íà àïïðîêñèìàöèþ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Òàêèå
ìåòîäû èñïîëüçóþò ðàñ÷åò îïîðíîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
áûëî ðàçðàáîòàíî íåñêîëüêî àëüòåðíàòèâíûõ ïîøàãîâûõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ ïîëèýäðàëü-
íîé àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð,
[4], [5], [6], [7], [8]), îñíîâíûì ïðàêòè÷åñêèì ñðåäñòâîì ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè îñòàþòñÿ
ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå ðàñ÷åò îïîðíîé ôóíêöèè. Äëÿ íèõ ïðåäëîæåíû îïòèìàëüíûå ìåòîäû
âûáîðà íàïðàâëåíèé, äëÿ êîòîðûõ ýòà ôóíêöèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ [6].

Íàäî îòìåòèòü îäíî âàæíîå ïðåèìóùåñòâî ìåòîäîâ ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè è ïî-
øàãîâûõ ìåòîäîâ íàä ìåòîäàìè, îñíîâàííûìè íà ðàñ÷åòå îïîðíîé ôóíêöèè, - îíè äàþò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü àïïðîêñèìàöèé ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè. Â òî âðåìÿ êàê ìåòîäû, èñïîëü-
çóþùèå ðàñ÷åò îïîðíîé ôóíêöèè, íàïðàâëåíû, â îñíîâíîì, íà àïïðîêñèìàöèþ åäèíñòâåííîãî
ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â íåêîòîðûé (îáû÷íî, êîíå÷íûé) ìîìåíò âðåìåíè, ïîñòðîåíèå ìíî-
æåñòâ äîñòèæèìîñòè â ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè ìîæåò áûòü êðàéíå âàæíûì äëÿ
èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ óêàçàííîãî íåäîñòàòêà ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ðàñ÷åòå îïîð-
íîé ôóíêöèè, â ðàáîòå [9] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä óêðóïíåííûõ øàãîâ, â êîòîðîì ìíîæåñòâà
äîñòèæèìîñòè ñòðîèëèñü ïîñëåäîâàòåëüíî, â çàäàííûå èññëåäîâàòåëåì ìîìåíòû âðåìåíè, ïðè-
÷åì ðàñ÷åò îïîðíîé ôóíêöèè êàæäîãî ñëåäóþùåãî ìíîæåñòâà áûë îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè
àïïðîêñèìàöèè ïðåäûäóùåãî ìíîæåñòâà. Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ìåòîä óêðóïíåííûõ øàãîâ
íå áûë ðåàëèçîâàí â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íå áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè, ïðèâíîñèìîé
èç-çà òàêîãî ðàñ÷åòà îïîðíîé ôóíêöèè. Ýòà ïðîáëåìà ñôîðìóëèðîâàíà, íàïðèìåð, â [10].

Â äàííîé ðàáîòå ðåàëèçóåòñÿ êîíöåïöèÿ ìåòîäà óêðóïíåííûõ øàãîâ è äàþòñÿ íåîáõîäèìûå
îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Ïðè ýòîì ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû áàçèðóþòñÿ íå íà óêðóïíåíèè øàãà äëÿ
èìåþùåãîñÿ ðàçáèåíèÿ âðåìåííîãî èíòåðâàëà, à íà äèñêðåòèçàöèè âðåìåíè â ñîîòâåòñòâèè ñ
òðåáîâàíèÿìè ê òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ìû â äàëüíåéøåì ïðåäëàãàåìûå ìå-
òîäû íàçûâàåì ìåòîäàìè áîëüøèõ øàãîâ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîñòðîåíèå êàê åäèí-
ñòâåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãîãðàííèêîâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíî-
æåñòâ äîñòèæèìîñòè, òàê è äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîãîãðàííèêîâ -
ãàðàíòèðîâàííî âíóòðåííåé è ãàðàíòèðîâàííî âíåøíåé. Àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ äîñòèæè-
ìîñòè â çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè ñòðîÿòñÿ ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé òî÷íîñòè. Ïðè ýòîì
èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [11].

Â �1 äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â �2 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè
ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðåäëîæåíû íîâûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ
êàê åäèíñòâåííîãî àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîãîãðàííèêà, òàê è ïàðû ìíîãîãðàííèêîâ (âíóòðåí-
íåãî è âíåøíåãî). Äàåòñÿ ãàðàíòèðîâàííàÿ îöåíêà òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè.

Â �3 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ìíîãîøàãîâîé ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè.
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Â �4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð àïïðîêñèìàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè
ðåãóëÿòîðà ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîãî èç ìåòîäîâ, ïðåäëîæåííûõ â �3.

�1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó âèäà
{

ẋ ∈ Ax + U, t ∈ [0, T ]
x(0) ∈ X0,

(1)

ãäå x ∈ Rn � ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ, A � ìàòðèöà ðàçìåðà n × n , U,X0 ∈ Rn � íåïóñòûå
âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u(t) óïðàâëåíèå, ïîä êîòîðûì áóäåì ïîíèìàòü
ëþáóþ èçìåðèìóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ âêëþ÷åíèþ u(t) ∈ U ïî÷òè âñþäó.

Êàê îáû÷íî, ïîä ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè X(T ) = X(0, T,X0) ñèñòåìû (1) â ìîìåíò
âðåìåíè T áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî êîíöîâ x(T ) âñåõ òðàåêòîðèé x(t) , äîïóñòèìûõ â
ñèëó ñèñòåìû (1).

Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì < c, x >=
n∑

i=1
cixi è ñîîò-

âåòñòâóþùåé íîðìîé ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ íåïóñòûìè êîìïàêòíûìè ìíîæåñòâàìè X(t1)
è X(t2) áóäåì îöåíèâàòü ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè Õàóñäîðôà: δh(X1, X2) = max{ sup

x∈X1

ρ(x, X2) ,

sup
x∈X2

ρ(x,X1)} , ãäå ρ(x, X) = inf
y∈X

‖x− y‖ .
Ïóñòü çàäàíî íåñêîëüêî ìîìåíòîâ âðåìåíè 0 < t1 < t2 < . . . < tM ≤ T . Ðàññìîòðèì çàäà-

÷ó àïïðîêñèìàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè X(t1), X(t2), . . . , X(tM ) äëÿ
ñèñòåìû (1) ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε > 0 . Ïîä ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ìíîæåñòâ {X(tk)}M

k=1 ñ òî÷íîñòüþ ε áóäåì ïîíèìàòü:
Çàäà÷à 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãîãðàííèêîâ {X̂k}M

k=1 òàêèõ, ÷òî δh(X(tk), X̂k) ≤ ε äëÿ
ëþáîãî k = 1 . . . M .

Çàäà÷à 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âíóòðåííèõ ìíîãîãðàííèêîâ {Xk
int)}M

k=1 , ò.å. Xk
int ⊆ X(tk) ,

è âíåøíèõ ìíîãîãðàííèêîâ {Xk
ext)}M

k=1 , ò.å. Xk
ext ⊇ X(tk) , òàêèõ, ÷òî δh(Xk

int, X
k
ext) ≤ ε äëÿ

ëþáîãî k = 1 . . . M .
Ïåðåä îïèñàíèåì ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîãîãðàí-

íèêîâ ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû
(1) â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T .

�2. Àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è àïïðîêñèìà-
öèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè X(T ) ñ òî÷íîñòüþ ε .

Çàäà÷à 1. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìíîãîãðàííèê X̂ òàêîé, ÷òî δh(X(T ), X̂) ≤ ε .
Çàäà÷à 2. Íàäî ïîñòðîèòü âíóòðåííèé Xint ⊆ X(T ) è âíåøíèé Xext ⊇ X(T ) ìíîãîãðàííè-

êè, òàêèå, ÷òî δh(Xint, Xext) ≤ ε . Çàìåòèì, ÷òî òîãäà δh(X(T ), Xint) ≤ ε è δh(X(T ), Xext) ≤ ε ,
ò.å. îáà ìíîãîãðàííèêà Xint è Xext àïïðîêñèìèðóþò ìíîæåñòâî X(T ) ñ òî÷íîñòüþ ε .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g(c,X) îïîðíóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà X ⊂ Rn â íàïðàâëåíèè c ∈ Rn ,
‖c‖ = 1 , ò.å. g(c,X) = max

x∈X
< c, x > . Èçâåñòíî [12], ÷òî äëÿ äâóõ íåïóñòûõ âûïóêëûõ êîìïàêò-

íûõ ìíîæåñòâ X1 è X2 âåðíî

δh(X1, X2) = sup
‖c‖=1

|g(c, X1)− g(c,X2)|. (2)

Ïîñêîëüêó X0 , U � íåïóñòûå âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè, òî â ñèëó èõ êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâî
äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì âûïóêëûì êîìïàêòîì [13].

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ε1 > 0 . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåíèå c ∈ Rn ,
‖c‖ = 1 . Ïîñòðîèì g̃(c,X(T )) � îöåíêó çíà÷åíèÿ îïîðíîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè
X(T ) â íàïðàâëåíèè c òàêóþ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |g(c,X(T ))− g̃(c, X(T ))| ≤ ε1 , ñ
ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ìåòîäà.

Ìåòîä ðàñ÷åòà îöåíêè çíà÷åíèÿ îïîðíîé ôóíêöèè. Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, T ] íà N ðàâíûõ
÷àñòåé, óçëû ñåòêè îáîçíà÷èì ti = ih , i = 0 . . . N . Ïðèìåíèâ êàêîé-ëèáî ìåòîä àïïðîêñèìàöèè
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ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì. [14]) ê ñèñòåìå
{

Φ̇ = −AΦ, 0 ≤ t ≤ T,
Φ(T ) = E,

(3)

ãäå E ∈ Rn×n � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, íàéäåì ÷èñëåííóþ àïïðîêñèìàöèþ ìàòðè÷íîé ýêñïî-
íåíòû Φ̃(ti) = eA(T−ti) + Ẑi â óçëàõ ðàâíîìåðíîé ñåòêè ti , i = 0 . . . N , ãäå Ẑi � ìàòðèöà
ïîãðåøíîñòè â ìîìåíò âðåìåíè ti . Íàéäåì âåêòîðû x̃0 è ũti , i = 0 . . . N èç óñëîâèé

< Φ̃(ti)ũti , c >= max
u∈U

< Φ̃(ti)u, c >, (4)

< Φ̃(0)x̃0, c >= max
x∈X0

< Φ̃(0)x, c > . (5)

Òàê êàê U è X0 � ìíîãîãðàííèêè, òî ìàêñèìóìû â (4), (5) äîñòèãàþòñÿ â èõ âåðøèíàõ è
ìîãóò áûòü ëåãêî íàéäåíû. Âû÷èñëèì

x̃(T ) = Φ̃(0)x̃0 +
N∑

i=1

h

2
[Φ̃(ti−1)ũti−1 + Φ̃(ti)ũti ]. (6)

Â êà÷åñòâå g̃(c,X(T )) âîçüìåì âåëè÷èíó < c, x̃(T ) > . Îïèñàíèå ìåòîäà îêîí÷åíî.
Çàìåòèì, ÷òî âûáîð ũti è x̃0 èç óñëîâèé (4), (5) ìîæåò áûòü íåîäíîçíà÷íûì. Îäíàêî íà

çíà÷åíèå g̃(c,X(T )) ýòî íå âëèÿåò.
Òåîðåìà 1. [11] Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ Rn , ‖c‖ = 1 îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u∗(t)

çàäà÷è < c, x(T ) >→ max
x(T )∈X(T )

, ãäå X(T ) � ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1), èìååò
íà îòðåçêå [0, T ] íå áîëåå N1 − 1 òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèé. Òîãäà

|g(c,X(T ))− g̃(c,X(T ))| ≤ λ

12
eλT (λT + 3N1)‖U‖1h

2 + K1(‖X0‖1 + T‖U‖1),

ãäå K1 � òàêàÿ êîíñòàíòà, ÷òî ‖Ẑi‖ ≤ K1 , äëÿ ëþáîãî i = 0, . . . , N , λ � ñïåêòðàëüíàÿ
íîðìà ìàòðèöû A ([15]), ‖U‖1 = max

u∈U
|u| , ‖X0‖1 = max

x∈X0

|x| .
Çàìå÷àíèå 2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðè-

áëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3) ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ([11])

‖Ẑi‖ ≤ K1 =
Tλ5

5!k4
2

e
T (2λ+ 1

2k2
λ2h+ 1

6k2
2

λ3h2+ 1

24k3
2

λ4h3)
h4,

ãäå k2 ≥ 1 � ÷èñëî ðàçáèåíèé êàæäîãî îòðåçêà [ti−1, ti] , i = 1, . . . , N .
Âûáèðàÿ øàã ðàçáèåíèÿ h è ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ

ñèñòåìû (3) òàêèìè, ÷òî λ
12eλT (λT + 3N1) |U‖1h

2 + K1(‖X0‖1 + T‖U‖1) ≤ ε1 , ïîëó÷èì

|g(c,X(T ))− g̃(c,X(T ))| ≤ ε1. (7)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X̃(T ) = Φ̃(0)X0 +
N∑

i=1

h
2 (Φ̃(ti−1)U + Φ̃(ti)U) . Ïîñêîëüêó U , X0 � íåïó-

ñòûå âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè, òî X̃(T ) òîæå íåïóñòîé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê. Êðîìå òîãî,
g(c, X̃(T )) = g̃(c,X(T )) , äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ c ∈ Rn , ‖c‖ = 1 . Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî
(4), (5), (6) äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ c ∈ Rn , ‖c‖ = 1 (ñì. [12])

g(c, X̃(T )) = g(c, Φ̃(0)X0 +
N∑

i=1

h

2
(Φ̃(ti−1)U + Φ̃(ti)U)) = g(c, Φ̃(0)X0)+
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+
N∑

i=1

h

2
(g(c, Φ̃(ti−1)U) + g(c, Φ̃(ti)U)) =< c, x̃(T ) >= g̃(c, X(T )).

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (2) è (7) âûïîëíÿåòñÿ

δh(X(T ), X̃(T )) ≤ ε1. (8)

Â êà÷åñòâå ìíîãîãðàííèêîâ X̂ , Xint , Xext áóäåì áðàòü ìíîãîãðàííèêè, àïïðîêñèìèðóþ-
ùèå ìíîæåñòâî X̃(T ) , îïîðíóþ ôóíêöèþ êîòîðîãî ìû ìîæåì ðàññ÷èòàòü ïðàêòè÷åñêè òî÷íî.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ X̂ , Xint , Xext ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, àäàïòèâíûå èòåðàòèâíûå ìå-
òîäû ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ òåë ([6]). Äàííûå ìåòîäû àïïðîê-
ñèìàöèè íå èñïîëüçóþò çàðàíåå çàäàííóþ ñåòêó íàïðàâëåíèé, ïî êîòîðûì âû÷èñëÿåòñÿ çíà-
÷åíèå îïîðíîé ôóíêöèè, à íà êàæäîé èòåðàöèè ðàññ÷èòûâàþò îïîðíóþ ôóíêöèþ äëÿ íîâîãî
íàïðàâëåíèÿ, èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ îá àïïðîêñèìèðóåìîì òåëå è óæå ïîñòðîåííîì àïïðîê-
ñèìèðóþùåì ìíîãîãðàííèêå. Ýòè ìåòîäû ïîçâîëÿþò ñòðîèòü äëÿ âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ òåë
àïïðîêñèìèðóþùèå ìíîãîãðàííèêè, èìåþùèå ëþáóþ çàäàííóþ ñòåïåíü òî÷íîñòè. Àäàïòèâ-
íîñòü ìåòîäîâ ïðèâîäèò ê èõ îïòèìàëüíîñòè ïî ÷èñëó âåðøèí, ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, à òàêæå,
â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, è ïî ÷èñëó èçìåðåíèé îïîðíîé ôóíêöèè [6], [10]. Â äàëüíåéøåì áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ îäèí èç òàêèõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð, ìåòîä Óòî÷íåíèÿ Îöåíîê (ÓÎ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B1 ∈ Rn øàð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, à ÷åðåç
Bd(x) øàð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå x ñ ðàäèóñîì d > 0 . Äëÿ ìíîæåñòâà C
îáîçíà÷èì ÷åðåç r(C) = max{d ≥ 0 : Bd(x) ⊆ C, x ∈ C} . Äëÿ ìíîæåñòâ C è B îáîçíà÷èì
C +B = {x ∈ Rn : x = x1 +x2, x1 ∈ C, x2 ∈ B} . Ïóñòü C � âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî è
r(C) > 2δ , îáîçíà÷èì ÷åðåç C−δB1 � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùåå îïîðíîé
ôóíêöèåé g(c, C − δB1) = g(c, C) − δ . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âûïóêëîãî êîìïàêòíîãî òåëà C è
ëþáîãî δ > 0 òàêîãî, ÷òî r(C) > 2δ , ìíîæåñòâà C + δB1 è C − δB1 ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè
êîìïàêòíûìè òåëàìè è, êðîìå òîãî, g(c, C + δB1) = g(c, C) + δ .

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X(T ) òåëåñíî. Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä ÓÎ îáíàðó-
æèâàåò íåòåëåñíîñòü àïïðîêñèìèðóåìîãî ìíîæåñòâà. Òîãäà è X̃(T ) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì h

òàêæå òåëåñíî è ìíîæåñòâî X̃(T )− ε1B1 íåïóñòî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε1 .
Ðåøåíèå çàäà÷è 1. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ÓÎ ïîñòðîèì ìíî-

ãîãðàííèê X̂ , êîòîðûé áóäåò àïïðîêñèìèðîâàòü ìíîæåñòâî X̃(T ) ñ òî÷íîñòüþ ε2 ,
ò.å. δh(X̂, X̃(T )) ≤ ε2 . Òîãäà ìíîãîãðàííèê X̂ áóäåò àïïðîêñèìèðîâàòü è ìíîæåñòâî X(T ) ,
ïðè ýòîì ñîãëàñíî (8) èìååì δh(X(T ), X̂) ≤ ε1 + ε2 . Âçÿâ ε1 + ε2 ≤ ε , ïîëó÷èì èñêîìóþ
àïïðîêñèìàöèþ.

Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à âûáîðà ñîîòíîøåíèÿ ïîãðåøíîñòåé ε1 è ε2 äîñòàòî÷íà ñëîæíà. Åå
ðåøåíèå çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé ñëîæíîñòè èçìåðåíèÿ îïîðíîé ôóíêöèè è ïîñòðîåíèÿ ïî-
ëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè.

Ðåøåíèå çàäà÷è 2. Ïóñòü Xint � âïèñàííûé â X̃(T )−ε1B1 ìíîãîãðàííèê, ïîëó÷åííûé ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà ÓÎ, ò.å. Xint ⊆ X̃(T )−ε1B1 , ïðè ýòîì ïîòðåáóåì, ÷òîáû δh(Xint, X̃(T )−ε1B1) ≤
ε2 . Ïóñòü Xext � îïèñàííûé âîêðóã X̃(T ) + ε1B1 ìíîãîãðàííèê, ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ ìå-
òîäà ÓÎ, ò.å. Xext ⊇ X̃(T ) + ε1B1 , ïðè ýòîì ïîòðåáóåì, ÷òîáû δh(Xext, X̃(T ) + ε1B1) ≤ ε2 .

Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî X(T ) ⊆ X̃(T ) + ε1B1 ⊆ Xext è Xint ⊆ X̃(T )− ε1B1 ⊆ X(T ) . È, êðîìå
òîãî, δh(Xint, Xext) ≤ 2ε1 + 2ε2 . Âçÿâ 2(ε1 + ε2) ≤ ε , ïîëó÷èì δh(Xint, Xext) ≤ ε .

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò.
Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X ′ âûïîëíÿåòñÿ

δh(X ′, X(T )) ≤ ε′ . Òîãäà δh(X̃(T ), X ′) ≤ ε1 + ε′ . Ïîñòðîèì X ′
int � âïèñàííûé â X̃(T ) −

(ε1 + ε′)B1 ìíîãîãðàííèê, ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ÓÎ òàêîé, ÷òî δh(X ′
int, X̃(T )− (ε1 +

ε′)B1) ≤ ε2 . È X ′
ext � îïèñàííûé âîêðóã X̃(T ) + (ε1 + ε′)B1 ìíîãîãðàííèê, ïîëó÷åííûé ñ

ïîìîùüþ ìåòîäà ÓÎ òàêîé, ÷òî δh(X ′
ext, X̃(T ) + (ε1 + ε′)B1) ≤ ε2 . Òîãäà

X ′
int ⊆ X̃(T )− (ε1 + ε′)B1 ⊆ X ′ ⊆ X̃(T ) + (ε1 + ε′)B1 ⊆ X ′

ext
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è, êðîìå òîãî, δh(X ′
int, X

′
ext) ≤ 2(ε1 + ε2 + ε′) . Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîãðàííèêè X ′

int è X ′
ext

áóäóò ãàðàíòèðîâàííî âíóòðåííåé è ãàðàíòèðîâàííî âíåøíåé îöåíêîé ìíîæåñòâà X ′ .
Çàìå÷àíèå 4. Cîãëàñíî òåîðåìå 1 è ôîðìóëå (2)

δh(X(T ), X̃(T )) ≤ λ

12
eλT (λT + 3N1)‖U‖1h

2 + K1(‖X0‖1 + T‖U‖1).

Âûáèðàÿ ïàðàìåòðû ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) òàêèìè, ÷òî K1 = ¯̄o(h2) , è òî÷-
íîñòü ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ε2 = ¯̄o(h2) , ïîëó÷èì

δh(X(T ), X̂) ≤ λ

12
eλT (λT + 3N1)‖U‖1h

2 + ¯̄o(h2) (9)

â ðåøåíèè çàäà÷è 1 è

δh(Xint, Xext) ≤ λ

6
eλT (λT + 3N1)‖U‖1h

2 + ¯̄o(h2) (10)

â ðåøåíèè çàäà÷è 2. Òàêèì îáðàçîì, äàííûé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè
èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïî øàãó âðåìåííîãî ðàçáèåíèÿ, ÷òî íå óëó÷øàåìî
â êëàññå ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì [16],
[17].

Ïîëó÷åííûå îöåíêè ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûé ìåòîä äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïî-
ñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè.

�3. Ìíîãîøàãîâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè. Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá
àïïðîêñèìàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè {X(tk)}M

k=1 , ãäå tk � çàäàííûå
ìîìåíòû âðåìåíè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ {X̂k}M

k=1 áóäåì ñòðîèòü
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà áîëüøèõ øàãîâ, ñîñòîÿùåãî â ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà
X(tk) ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïðîêñèìàöèè X̂k−1 ìíîæåñòâà X(tk−1) , k = 1, . . . , M íà îñíîâå
èçìåðåíèÿ îïîðíîé ôóíêöèè. Ïåðåõîä îò ìîìåíòà tk−1 ê ìîìåíòó tk , k = 1, . . . , M , áóäåì
íàçûâàòü áîëüøèì øàãîì. Íà îñíîâå òðåáîâàíèé ê òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè îòðåçîê [tk−1, tk]
áóäåì ðàçáèâàòü íà òðåáóåìîå ÷èñëî îáû÷íûõ øàãîâ äëèíîé hk , êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü,
áóäóò ðàçáèâàòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïàðàìåòðàìè ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû (ñì. �2).

Çàìå÷àíèå 5. Äëÿ ñèñòåìû
{

ẋ ∈ Ax + U, 0 ≤ t ≤ T,
x(0) ∈ P0,

(11)

ãäå P0 � ìíîãîãðàííèê, àïïðîêñèìèðóþùèé ìíîæåñòâî X0 , òàêîé, ÷òî δh(P0, X0) ≤ ε0 , èìååì
δh(X ′(T ), X(T )) = eAT δh(P0, X0) , ãäå X ′(T ) � ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (11).

Ïóñòü çàäàíî ε > 0 - òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü, ââåäåííàÿ â �1.
Ðåøåíèå çàäà÷è 1. Áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè

{X(tk)}M
k=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìíîãîãðàííèêîâ {X̂k}M

k=1 òàê, ÷òîáû δh(X(tk), X̂k) ≤ δk ,
k = 1, . . . , M , ãäå δk = εk

M e−λ(tM−tk) . Äëÿ k = 0 ïîëîæèì δ0 = 0 , X̂0 = X0 .
Ðàññìîòðèì k -ûé øàã ìåòîäà: ïåðåä íà÷àëîì k -îãî øàãà óæå ïîëó÷åí ìíîãîãðàííèê

X̂k−1 , àïïðîêñèìèðóþùèé ìíîæåñòâî X(tk−1) , òàêîé, ÷òî δh(X(tk−1), X̂k−1) ≤ δk−1 . Äëÿ
àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà X(tk) ïðèìåíèì ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè
ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, îïèñàííûé â �2, ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:

{
ẋ ∈ Ax + U, 0 ≤ t ≤ tk − tk−1,

x(0) ∈ X̂k−1.
(12)

Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè äëÿ ñèñòåìû (12) îáîçíà÷èì ÷åðåç X ′(tk−tk−1) . Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà,
îïèñàííîãî â �2 ïîñòðîèì òàêîé ìíîãîãðàííèê X̂k , àïïðîêñèìèðóþùèé ìíîæåñòâî X ′(tk −
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tk−1) , ÷òî δh(X ′(tk−tk−1), X̂k) ≤ ε
M e−λ(tM−tk) . Ïðè ýòîì øàã ñåòêè hk íà äàííîì øàãå íóæíî

âûáðàòü òàêèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
λ

12
eλT (λT + 3N1)‖U‖1h

2 + K1(‖X0‖1 + T‖U‖1) + ε2 ≤ ε

M
e−λ(tM−tk). (13)

Òîãäà ïî çàìå÷àíèþ 5 è âûáîðó δk−1 ïîëó÷èì δh(X̂k, X(tk)) ≤ δh(X̂k, X
′(tk−tk−1))+δh(X ′(tk−

tk−1), X(tk)) ≤ ε
M e−λ(tM−tk) + eλ(tk−tk−1)δk−1 ≤ ε

M e−λ(tM−tk) + ε(k−1)
M e−λ(tM−tk) = δk , k =

1, . . . ,M .
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãîãðàííèêîâ {X̂k}M

k=1 àïïðîêñèìèðóåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìíîæåñòâ {X(tk)}M

k=1 , ïðè÷åì òàê êàê λ > 0 , òî δk ≤ ε äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . ,M .
Ðåøåíèå çàäà÷è 2. Áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè

{X(tk)}M
k=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè âíóòðåííèõ {Xk

int}M
k=1 è âíåøíèõ {Xk

ext}M
k=1 ìíîãîãðàííè-

êîâ òàê, ÷òîáû δh(Xk
int, X

k
ext) ≤ δk , k = 1, . . . ,M , ãäå δk = εk

M e−λ(tM−tk) . Äëÿ k = 0 ïîëîæèì
δ0 = 0 , X0

int = X0
ext = X0 .

Ðàññìîòðèì k -ûé øàã ìåòîäà: ïåðåä íà÷àëîì k -îãî øàãà óæå ïîëó÷åíû âíåøíèé Xk−1
ext ⊇

X(tk−1) è âíóòðåííèé Xk−1
int ⊆ X(tk−1) àïïðîêñèìèðóþùèå ìíîãîãðàííèêè äëÿ ìíîæåñòâà

X(tk−1) òàêèå, ÷òî δh(Xk−1
int , Xk−1

ext ) ≤ δk−1 . Ïðè ýòîì δh(Xk−1
int , X(tk−1)) ≤ δk−1 è δh(X(tk−1),

Xk−1
ext ) ≤ δk−1 .
Ðàññìîòðèì âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê Xk−1 = Xk−1

int +Xk−1
ext

2 . Òîãäà δh(Xk−1, X(tk−1)) ≤ δk−1

2 .
Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà X(tk) ïðèìåíèì ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìî-
ñòè ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:

{
ẋ ∈ Ax + U, 0 ≤ t ≤ tk − tk−1,
x(0) ∈ Xk−1.

(14)

Ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç X ′(tk − tk−1) . Ïî çàìå÷àíèþ 5
δh(X ′(tk−tk−1), X(tk)) ≤ eλ(tk−tk−1) δk−1

2 . Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, îïèñàííîãî â �2 (ñì. çàìå÷àíèå 3),
ïîñòðîèì âíåøíèé Xk

ext ⊇ X ′(tk − tk−1) + δk−1

2 B1 è âíóòðåííèé Xk
int ⊆ X ′(tk − tk−1)− δk−1

2 B1

àïïðîêñèìèðóþùèå ìíîãîãðàííèêè òàêèå, ÷òî ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè δh(Xk
int, X

′(tk −
tk−1)− δk−1

2 B1) ≤ ε
2M e−λ(tM−tk) , δh(Xk

ext, X
′(tk − tk−1) + δk−1

2 B1) ≤ ε
2M e−λ(tM−tk) .

Òîãäà ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3

δh(Xk
int, X

k
ext) ≤ 2(

ε

2M
e−λ(tM−tk) + eλ(tk−tk−1) ε(k − 1)

2M
e−λ(tM−tk−1) = δk

è, êðîìå òîãî, Xk
int ⊆ X(tk) ⊆ Xk

ext . Òàê êàê λ > 0 , òî δk ≤ ε äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , M è,
ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîãðàííèêè Xk

int è Xk
ext ÿâëÿþòñÿ ãàðàíòèðîâàííî âíóòðåííåé è ãàðàíòè-

ðîâàííî âíåøíåé îöåíêàìè ìíîæåñòâà X(tk) äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , M .
�4. Àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ðåãóëÿòîðà. Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå

ìåòîäà, îïèñàííîãî â �3 íà ïðèìåðå íàèáîëåå ïðîñòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû � ðåãóëÿòîðà.
Åãî äèíàìèêà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

ẍ = u, (15)
ãäå −1 ≤ u ≤ 1 . Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0 , ẋ(0) = 0 .

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ðåãóëÿòîðà â ìîìåíòû âðåìåíè 1, 2, 4, 6.
Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è:

À) òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ε = 0, 38 ;
Á) îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè íà êàæäîì øàãå äîëæíà áûòü íå áîëåå 1%.
Óðàâíåíèå (15) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû:





ẋ1 = x2,
ẋ2 = u, −1 ≤ u ≤ 1,
x1(0) = x2(0) = 0.

(16)

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ 2005 âûïóñê � 2



ÌÍÎÃÎØÀÃÎÂÀß ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ 27

Â äàííîì ñëó÷àå (ñì. îáîçíà÷åíèÿ �1-�3) N1 = 2 , λ = 1 , ‖U‖1 = 1 , ‖X0‖1 = 0 . È ñîãëàñíî
òåîðåìå 1 è çàìå÷àíèþ 2 äëÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè X(T ) ñèñòåìû (16) âûïîëíÿåòñÿ

δh(X(T ), X̃(T )) ≤ 1
12

eT (T + 6)h2 + K1T,

ãäå K1 = T
120k4

2
e
T (2+ h

2k2
+ h2

6k2
2
++ h3

24k3
2
)
h4 , k2 ≥ 1 - ïàðàìåòð ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû. Çàìåòèì, ÷òî

ïðè h
k2
≤ 1 ñëåäóåò, ÷òî K1 ≤ T

120k4
2
e

65T
24 h4 ≤ T

120e
65T
24 h4 .

Îáîçíà÷èì t0 = 0 , t1 = 1 , t2 = 2 , t3 = 4 , t4 = 6 , ÷åðåç X(tk) , k = 1, . . . , 4 , ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (16), à ÷åðåç X̂k , k = 1, . . . , 4 , àïïðîêñèìèðóþùèå
èõ ìíîãîãðàííèêè. Ïîêàæåì, êàê íàäî âûáèðàòü øàã àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåííîé ñåòêå íà
êàæäîì ïîñëåäîâàòåëüíîì âðåìåííîì îòðåçêå àïïðîêñèìàöèè [tk−1, tk] , k = 1, . . . , 4 , äëÿ äî-
ñòèæåíèÿ íóæíîé òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è âûáåðåì ε2 = ε1 =
1
12eT (T + 6)h2 + K1T .

Ðåøåíèå çàäà÷è À).

• Ïðè k = 1 èìååì t1 = 1 , ∆t1 = t1 − t0 = 1 , δ1 = 0,38
4 e−5 . Ñîãëàñíî (13) øàã h1 íàäî

âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü 7e
12h2

1 + K1 ≤ 0,38
8 e−5 . Íàïðèìåð, ìîæíî

âçÿòü h1 = 0, 0139 , ò.å. íàäî ðàçáèòü îòðåçîê [0, 1] íà 72 ÷àñòè.

• Ïðè k = 2 èìååì t2 = 2 , ∆t2 = t2 − t1 = 1 , δ2 = 0,38
2 e−4 . Ñîãëàñíî (13) øàã h2 íàäî

âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü 7e
12h2

2 + K1 ≤ 0,38
8 e−4 . Íàïðèìåð, ìîæíî

âçÿòü h2 = 0, 02 , ò.å. íàäî ðàçáèòü îòðåçîê [0, 1] íà 50 ÷àñòåé.

• Ïðè k = 3 èìååì t3 = 4 , ∆t3 = t3 − t2 = 2 , δ3 = 3∗0,38
4 e−2 . Ñîãëàñíî (13) øàã h3 íàäî

âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü 8e2

12 h2
3 + 2K1 ≤ 0,38

8 e−2 . Íàïðèìåð, ìîæíî
âçÿòü h3 = 0, 0357 , ò.å. íàäî ðàçáèòü îòðåçîê [0, 2] íà 56 ÷àñòåé.

• Ïðè k = 4 èìååì t4 = 6 , ∆t4 = t4 − t3 = 2 , δ4 = 0, 38 . Ñîãëàñíî (13) øàã h4 íàäî
âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü 8e2

12 h2
4 + 2K1 ≤ 0,38

8 . Íàïðèìåð, ìîæíî
âçÿòü h4 = 0, 08 , ò.å. íàäî ðàçáèòü îòðåçîê [0, 2] íà 25 ÷àñòåé.

Ðåøåíèå çàäà÷è Á).
Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî X(T ) îïèñûâàåòñÿ êóñêàìè äâóõ ïàðàáîë x1 = −1

4(x2−T )2+ 1
2T 2

è x1 = 1
4(x2 + T )2 − 1

2T 2 . Îòêóäà daim X(T ) = T
√

T 2 + 4 .
Âûáîð øàãà hk íà êàæäîì áîëüøîì øàãå [tk−1, tk] , k = 1, . . . , 4 äîëæåí îáåñïå÷èâàòü íå

òîëüêî äîñòèæåíèå îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè íà äàííîì øàãå, íî è äîñòèæå-
íèå îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè íà âñåõ ïîñëåäóþùèõ. Ïîýòîìó áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó, íà÷èíàÿ ñ
ïîñëåäíåãî ìîìåíòà âðåìåíè.

• Ïðè k = 4 èìååì t4 = 6 , ∆t4 = t4−t3 = 2 . Äëÿ äîñòèæåíèÿ 1% îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè
àïïðîêñèìàöèè íà ýòîì øàãå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ δh(X(t4), X̂4) ≤ diam X(t4)

100 = 12
√

10
100 ≈

0, 38 . Òîãäà (ñì. ðåøåíèå çàäà÷è À) ) ìîæíî âçÿòü h4 = 0, 08 , ò.å. ðàçáèòü îòðåçîê [0, 2]
íà 25 ÷àñòåé.

• Ïðè k = 3 èìååì t3 = 4 , ∆t3 = t3−t2 = 2 . Äëÿ äîñòèæåíèÿ 1% îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè
àïïðîêñèìàöèè íà ýòîì øàãå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ δh(X(t3), X̂3) ≤ 8

√
5

100 . Êðîìå òîãî,
äëÿ äîñòèæåíèÿ 1% îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè íà ñëåäóþùåì øàãå äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ δh(X(t3), X̂3) ≤ 36

√
10

400 e−2 < 8
√

5
100 . Äëÿ ýòîãî ìîæíî âçÿòü h3 = 0, 0357 , ò.å.

ðàçáèòü îòðåçîê [0, 2] íà 56 ÷àñòåé.
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• Ïðè k = 2 èìååì t2 = 2 , ∆t2 = t2−t1 = 1 . Äëÿ äîñòèæåíèÿ 1% îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè
àïïðîêñèìàöèè íà ýòîì øàãå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ δh(X(t2), X̂2) ≤ 4

√
2

100 . Êðîìå òîãî, äëÿ
äîñòèæåíèÿ 1% îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè íà ñëåäóþùèõ øàãàõ äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ δh(X(t2), X̂2) ≤ 24

√
10

400 e−4 < 4
√

2
100 . Äëÿ ýòîãî ìîæíî âçÿòü h2 = 0, 02 , ò.å.

ðàçáèòü îòðåçîê [0, 1] íà 50 ÷àñòåé.

• Ïðè k = 1 èìååì t1 = 1 , ∆t1 = t1−t0 = 1 . Äëÿ äîñòèæåíèÿ 1% îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè
àïïðîêñèìàöèè íà ýòîì øàãå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ δh(X(t1), X̂1) ≤

√
5

100 . Êðîìå òîãî, äëÿ
äîñòèæåíèÿ 1% îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè íà ñëåäóþùèõ øàãàõ äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ δh(X(t1), X̂1) ≤ 12

√
10

400 e−5 <
√

5
100 . Äëÿ ýòîãî ìîæíî âçÿòü h1 = 0, 0139 , ò.å.

ðàçáèòü îòðåçîê [0, 1] íà 72 ÷àñòè.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü À.Â.Ëîòîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîìîùü
ïðè ðàçðàáîòêå òåìû è ïëîäîòâîðíîå îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �04-01-00662), ïðîãðàììîé
ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò �ÍØ-1843.2003.1), ïðîãðàììîé
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÐÀÍ "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíòåëëåêòóàëüíûå
èññëåäîâàíèÿ"è ïðîãðàììîé ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÌÍ ÐÀÍ �3.
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ÑÈÍÒÅÇ ÊÎÐÐÅÊÒÍÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ Â
ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÎÌ ÐÀÑØÈÐÅÍÈÈ ÎÄÍÎÉ Ï-ÌÎÄÅËÈ

ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈ
c© 2005 ã. Î. Ì. Âàñèëüåâ

Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ â òå÷åíèå äîñòàòî÷íî
ïðîäîëæèòåëüíîãî âðåìåíè ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ïðèêëàäíîé ìàòåìà-
òèêè è èíôîðìàòèêè. Ê ñåðåäèíå 1970-õ ãîäîâ íàó÷íîå íàïðàâëåíèå ðàñïîçíàâàíèÿ äîñòèãëî
òàêîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ, ÷òî âîçíèêëà âîìîæíîñòü ñîçäàíèÿ ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè.
Îòå÷åñòâåííîé øêîëîé âî ãëàâå ñ Þ.È.Æóðàâë¼âûì áûë ðàçðàáîòàí àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä
â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ, êëàññèôèêàöèè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ (ñì. [1], [2]). Â ðàìêàõ ïðåä-
ëîæåííîãî ïîäõîäà àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ ìûñëÿòñÿ êàê ýëåìåíòû íåêîòîðîé àëãåáðàè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðû, íàçûâàåìîé ìîäåëüþ àëãîðèòìîâ, ñ çàäàííûì íàáîðîì óñòîé÷èâûõ îïåðàöèé,
íàçûâàåìûõ êîððåêòèðóþùèìè îïåðàöèÿìè. Ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ íîâûõ êîððåêòèðóþùèõ
îïåðàöèé óäà¼òñÿ ðàñøèðèòü ñóùåñòâóþùèå ìîäåëè, è äîáèòüñÿ òåì ñàìûì ðàçðåøèìîñòè, â
ðàìêàõ íîâûõ ðàñøèðåííûõ ìîäåëåé, áîëåå øèðîêîãî êëàññà çàäà÷.

Òðåáóåòñÿ â ðàìêàõ àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà ñèíòåçèðîâàòü àëãîðèòìû A , ðåàëèçóþùèå
âû÷èñëèìûå îòîáðàæåíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ èíôîðìàöèé Ii = Rn â ïðîñòðàí-
ñòâî ôèíàëüíûõ èíôîðìàöèé If = {K1,K2, ∆ } íà îñíîâàíèè ïðåöåäåíòíîé èíôîðìàöèè
{xk, yk }q

k=1 ⊂ Ii × { If \ ∆ } . Èçíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êëàññû íå ïóñòû: { k | yk =
K1 } 6= ∅ è { k | yk = K2 } 6= ∅ .

1. Ìîäåëü àëãîðèòìîâ. Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò ðàçëîæåíèå àëãîðèòìà
A â ñóïåðïîçèöèþ àëãîðèòìè÷åñêîãî îïåðàòîðà B : Ii → Ie è ðåøàþùåãî ïðàâèëà C : Ie →
If , ãäå Ie � ïðîñòðàíñòâî îöåíîê. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà îöåíîê âîçüì¼ì ìíîæåñòâî
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë( Ie = R ).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ K : I2
i → Ie , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäó-

þùèì ñâîéñòâàì:
1)K(ũ, ṽ) > 0, ∀ũ, ṽ ∈ Ii

2)K(ũ, ũ + |µ|(ṽ− ũ)) = K(|µ|), ∀ũ, ṽ ∈ Ii, µ ∈ R , ãäå K(|µ|) �ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ íà R+

ôóíêöèÿ ñ ãëîáàëüíûì ìàêñèìóìîì â òî÷êå 0.
Çàðàíåå îòìå÷ó, ÷òî ìîíîòîííîñòü ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè ïðè äàëüíåéøåì ðàññìîòðåíèè

íå ïîòðåáóåòñÿ, íåîáõîäèìûì ÿâëÿåòñÿ ëèøü ñâîéñòâî ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè.
Íàðÿäó ñ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ïðîèçâîäíûå îò íå¼ êîíñòðóêöèè:
K1 -ïîòåíöèàë Γ+(ũ) def=

∑
k=1,q:yk=K1

K(ũ, xk)

è
K2 -àíòèïîòåíöèàë Γ−(ũ) def= − ∑

k=1,q:yk=K2

K(ũ, xk) .

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ:

M0
def= {B : Ii → Ie | ∀ũ ∈ Ii : B(ũ) = aΓ+(ũ) + bΓ−(ũ), a, b ∈ R+ }.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáîé àëãîðèòìè÷åñêèé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé K1 -ïîòåí-
öèàëà è K2 -àíòèïîòåíöèàëà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îòêàç îò âåñîâ ïðåöåäåíòîâ (ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì ïîäõîäîì) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîé
ñòîðîíîé ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, ïîòîìó êàê ðàçìåðíîñòü
îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ñòàíîâèòñÿ íåáîëüøîé (ðàâíîé äâóì) è íå ðàñò¼ò ñ ðîñòîì êîëè÷åñòâà
ïðåöåäåíòîâ.

29



30 ÂÀÑÈËÜÅÂ

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî ðåøàþùèõ ïðàâèë M1
def= {C1 : Ie → If } ñîñòàâèì èç åäèí-

ñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ

C1(Γ) def=





K1, Γ > 0
∆, Γ = 0
K2, Γ < 0

.

Îïðåäåëåíèå. Îïòèìàëüíûì â ìîäåëè íàçîâ¼ì àëãîðèòì, äîñòàâëÿþùèé ìèíèìóì ôóí-
êöèîíàëó êîëè÷åñòâà îøèáîê (ñì., íàïðèìåð, [3]). Ñîîòâåòñòâóþùèé îïòèìàëüíîìó àëãîðèò-
ìó àëãîðèòìè÷åñêèé îïåðàòîð òàêæå íàçîâ¼ì îïòèìàëüíûì. Â ñëó÷àå, åñëè çíà÷åíèå ôóíê-
öèîíàëà êîëè÷åñòâà îøèáîê ðàâíî íóëþ, ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì íàçûâàþò êîððåêòíûì.

Ââèäó äèñêðåòíîñòè ôóíêöèîíàëà êîëè÷åñòâà îøèáîê îïòèìàëüíûé àëãîðèòì (è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, îïåðàòîð) íå åäèíñòâåíåí. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìóìà ôóíêöèîíàëà ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ëèíåéíûì ïî êîëè÷åñòâó ïðåöåäåíòîâ àëãîðèòìîì, êîòîðûé áóäåò ïðèâåä¼í ïîçæå.

2. Àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ìîäåëè. Èçíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàëîñü ðàññìàòðèâàòü
êîððåêòèðóþùèå îïåðàöèè ìàêñèìóì è ìèíèìóì, îäíàêî, âûÿñíèëîñü, ÷òî îíè íå ðàñøèðÿþò
ðàññìàòðèâàåìóþ ìîäåëü.

Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìèçàòîð ìîäóëÿ(ABSMINn ) � n-ìåñòíàÿ îïåðàöèÿ íà ïðîñòðàí-
ñòâå îöåíîê, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:

∀n ∈ N ∀Γ1, ...,Γn ∈ Ie : ABSMINn(Γ1, ...,Γn) def= arg min
Γ∈{Γ1,...,Γn}

|Γ|.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìèíèìèçàòîð ìîäóëÿ âûáèðàåò èç ìíîæåñòâà òó îöåíêó, ìîäóëü êîòîðîé
íàèìåíüøèé.

Ñåìåéñòâî êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé F ïðåäëàãàåòñÿ ñîñòàâèòü èç ìèíèìèçàòîðîâ ìî-
äóëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ àðíîñòåé: F

def= {ABSMINn, n ∈ N } .
Âñå îïåðàöèè èç äàííîãî ñåìåéñòâà åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíäóöèðîâàíû íà ìîäåëü àëãî-

ðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ M0 . Âñå ñóïåðïîçèöèè âèäà C ◦F (B1, ..., Bp) , ãäå C ∈ M1 , B ∈ M0 ,
F ∈ F îáðàçóþò F -ðàñøèðåíèå èñõîäíîé ìîäåëè àëãîðèòìîâ F[M] = M1 ◦ F[M0] . Ðàñøèðåí-
íàÿ ìîäåëü íå ñóæàåò êëàññ ðåøàåìûõ â ìîäåëè çàäà÷, ò.ê. ñîäåðæèò òîæäåñòâåííóþ óíàðíóþ
êîððåêòèðóþùóþ îïåðàöèþ ABSMIN1 . Äëÿ F -ðàñøèðåíèÿ êàê ìîäåëè òàêæå èìåþò ìåñòî
ïîíÿòèÿ êîððåêòíûõ è îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ è àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ.

3. Ñèíòåç îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ â ðàñøèðåííîì ñåìåéñòâå. Ââåä¼ì íåêîòîðûå
âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöó M± , ñòðîêè êîòîðîé ïîìå÷åíû ïðåöåäåíòàìè, ïåðâûé ñòîëáåö
ñîñòîèò èç çíà÷åíèé K1 -ïîòåíöèàëà, à âòîðîé èç çíà÷åíèé K2 -àíòèïîòåíöèàëà íà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñòðîêàì ïðåöåäåíòàõ, íàçîâ¼ì ìàòðèöåé ïîòåíöèàëîâ.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð D± , ïîëó÷åííûé ïî÷ëåííûì äåëåíèåì ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðè-
öû ïîòåíöèàëîâ íà âòîðîé, íàçîâ¼ì âåêòîðîì ïîòåíöèàëüíûõ îòíîøåíèé. Ñîîòâåòñòâåííî,
ïîòåíöèàëüíûì îòíîøåíèåì â òî÷êå ũ ∈ Ii íàçîâ¼ì îòíîøåíèå Γ+(ũ)

Γ−(ũ) . Îïðåäåëåíèå êîð-
ðåêòíî, ââèäó ñâîéñòâà ïîëîæèòåëüíîñòè ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð. (Çàäà÷à, äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò êîððåêòíîãî àëãîðèòìà â M , íî ñóùåñòâóåò
êîððåêòíûé àëãîðèòì â F[M] )

Çäåñü â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ èíôîðìàöèé ðàññìîòðåíà ÷èñëîâàÿ ïëîñêîñòü
R2 ; êëàññ K1 íàçîâ¼ì ¾êðåñòèêàìè¿ (× ), à K2 � ¾íîëèêàìè¿(o).

Ïðåöåäåíòíàÿ èíôîðìàöèÿ:

{ {{−10.5, 0}T , o}, {{−10, 0}T ,×}, {{−9.5, 0}T , o}, {{9.5, 0}T ,×}, {{10, 0}T , o}, {{10.5, 0}T ,×} }.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ:

K

({
u1

u2

}
,

{
v1

v2

})
= e

−d2

({
u1

u2

}
,

{
v1

v2

})

, çäåñü d(ũ, ṽ) � åâêëèäîâà ìåòðèêà.
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Âûïèøåì ìàòðèöó ïîòåíöèàëîâ:

Γ+ Γ−
{−10.5, 0}T , o 0.78 −1.37
{−10, 0}T ,× 1.00 −1.58
{−9.5, 0}T , o 0.78 −1.37
{9.5, 0}T ,× 1.37 −0.78
{10, 0}T , o 1.58 −1.00
{10.5, 0}T ,× 1.37 −0.78

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêèé îïåðàòîð ñ ïàðàìåòðàìè a è b âûñòàâèò âòîðîìó ïðåöå-
äåíòó îöåíêó a−1.58b , à ïÿòîìó � 1.58a−b , òîãäà â ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè â ìîäåëè
êîððåêòíîãî àëãîðèòìà èìååì: ∃a ≥ 0, ∃b ≥ 0 :

{
a− 1.58b > 0
1.58a− b < 0 . Îòñþäà, ñ èñïîëüçîâàíèåì

òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ¾áîëüøå¿ ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èâîå íåðàâåíñòâî a > 1.582a .
Èòàê, â ìîäåëè íåò êîððåêòíîãî àëãîðèòìà, îäíàêî â ðàñøèðåííîé ìîäåëè êîððåêòíûé

àëãîðèòì ñóùåñòâóåò. Âûïèøåì åãî â ÿâíîì âèäå:

A = C1 ◦ABSMIN2(1.6Γ+ + Γ−, Γ+ + 1.6Γ−).

Òåîðåìà (êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ êîððåêòíîãî àëãîðèòìà â ðàñøèðåííîì ñå-
ìåéñòâå). Äëÿ òîãî ÷òîáû â àëãåáðàè÷åñêîì ðàñøèðåíèè ìîäåëè àëãîðèòìîâ M ñåìåé-
ñòâîì êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé F (ðàññìàòðèâàåìûì ñåìåéñòâîì ìèíèìèçàòîðîâ ìîäó-
ëÿ) ñóùåñòâîâàë êîððåêòíûé àëãîðèòì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåêòîð ïîòåíöè-
àëüíûõ îòíîøåíèé D± íå ñîäåðæàë äâóõ îäèíàêîâûõ çíà÷åíèé äëÿ ïðåöåäåíòîâ èç ðàçíûõ
êëàññîâ, ò.å.

∀i, j ∈ 1, q : D±
i = D±

j ⇒ yi = yj . (∗)
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Äîêàæåì, ÷òî ëþáîé àëãîðèòìè÷åñêèé îïåðàòîð â

ðàñøèðåííîì ñåìåéñòâå òî÷êàì ñ îäèíàêîâûì ïîòåíöèàëüíûì îòíîøåíèåì ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå îöåíêè îäíîãî çíàêà. Ïóñòü òî÷êè u è v èìåþò îäèíàêîâîå ïîòåíöèàëüíîå îòíîøåíèå
d∗ . Èõ K1 -ïîòåíöèàëû è K2 -àíòèïîòåíöèàëû îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî Γu

+, Γv
+ è Γu−,Γv− .

Òîãäà Γu
+

Γu
−

=
Γv

+

Γv
−

= d∗ , à ñëåäîâàòåëüíî
{

Γu
+ = αΓv

+
Γu− = αΓv−

, ãäå α � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð â ðàñøèðåííîì ñåìåéñòâå:

ABSMINl(a1Γ+ + b1Γ−, ..., alΓ+ + blΓ−).

Çàìåòèì, ÷òî

ABSMINl(a1Γ+ + b1Γ−, ..., alΓ+ + blΓ−)(u) = ABSMINl(a1Γu
+ + b1Γu

−, ..., alΓu
+ + blΓu

−) =

= ABSMINl(a1αΓv
+ + b1αΓv

−, ..., alαΓv
+ + blαΓv

−) = αABSMINl(a1Γv
+ + b1Γv

−, ..., alΓv
+ + blΓv

−) =

= αABSMINl(a1Γ+ + b1Γ−, ..., alΓ+ + blΓ−)(v)

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêè, âûäàâàåìûå àëãîðèòìè÷åñêèì îïåðàòîðîì â òî÷êàõ ñ îäèíàêîâûì
ïîòåíöèàëüíûì îòíîøåíèåì, ðàçëè÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ñîìíîæèòåëåì, è, ñëåäîâàòåëüíî,
èìåþò îäèíàêîâûé çíàê.

Äîñòàòî÷íîñòü.Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (*). Òîãäà âñå ïðåöåäåíòû ðàñïàäàþòñÿ íà êëàñ-
ñû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ¾ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòåíöèàëüíûõ îòíîøåíèé¿,
ïðè÷¼ì êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îòêëàññèôèöèðîâàí îäèíàêîâî (¾êëàññû ýêâèâàëåíò-
íîñòè îäíîðîäíû â ñìûñëå êëàññèôèêàöèé¿).

1) Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñ ïîòåíöèàëüíûì îòíîøåíèåì d̂ ∈ R è
êëàññèôèêàöèåé y ∈ If \ {∆} . Ïîñòðîèì àëãîðèòìè÷åñêèé îïåðàòîð, ñòàâÿùèé ïðåöåäåíòàì
âûáðàííîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè îöåíêè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

{
0 < Γu

+ ≤ 1, åñëè y = K1

−1 ≤ Γu
+ < 0, åñëè y = K2

,
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à âñåì îñòàëüíûì ïðåöåäåíòàì � îöåíêè, ìîäóëè êîòîðûõ áîëüøå åäèíèöû.
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñëó÷àé y = K1 . Äàëåå ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà çíà÷åíèÿ: íàè-

áîëüøåå â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè çíà÷åíèå K1 -ïîòåíöèàëà Γmax_in_class
+ ,

è íàèáîëüøåå ñðåäè âîîáùå âñåõ çíà÷åíèé K1 -ïîòåíöèàëà Γmax
+ .

1. Ïîñòðîèì ñíà÷àëà âñïîìîãàòåëüíûé îïåðàòîð B1 = Γ+ + (−d̂)Γ− , ñòàâÿùèé âûáðàííî-
ìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè îöåíêó íóëü, à âñåì îñòàëüíûì ïðåöåäåíòàì - îòëè÷íóþ îò íóëÿ
îöåíêó. Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûé ìîäóëü îöåíîê ïðåöåäåíòîâ íå èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè:

ε = min

i=1,q:
Γi
+

Γi−
6=d̂

|Γi
+ + (−d̂)Γi

−| = min
i=1,q:D±i 6=d̂

|(D±
i − d̂)Γi

−|.

Ïðèâåäåííîå âûðàæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà âåëè÷èíà îòëè÷íà îò íóëÿ.
2. Ìàñøòàáèðóÿ îïåðàòîð B1 â m ðàç, ïîëó÷àåì âòîðîé âñïîìîãàòåëüíûé îïåðàòîð B2 =

mB1 = mΓ+ + (−md̂)Γ− . Çíà÷åíèå m áóäåò óòî÷íåíî äàëåå. Ìèíèìàëüíûé ìîäóëü îöåíîê
ïðåöåäåíòîâ íå èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè òåïåðü ðàâåí mε .

3. Óâåëè÷èâàÿ êîýôôèöèåíò ïðè Γ+ , äåëàåì îöåíêè çà ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè áîëüøèìè íóëÿ è ìåíüøèìè èëè ðàâíûìè åäèíèöå:

B3 =

(
m +

1

Γmax_in_class
+

)
Γ+ + (−md̂)Γ−.

Åäèíè÷íóþ îöåíêó ïîëó÷àþò ïðåöåäåíòû èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çíà÷åíèå K1 -ïîòåíöèà-
ëà äëÿ êîòîðûõ ðàâíî Γmax_in_class

+ . Ìîäóëè îöåíîê ïðåöåäåíòîâ íå èç ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè òåïåðü íå ìåíüøå mε− Γmax

+

Γ
max_in_class
+

. Ïîäáèðàÿ íóæíûì îáðàçîì m ,
äåëàåì ýòî çíà÷åíèå ñêîëü óãîäíî áîëüøèì. Íàïðèìåð, äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåöåäåíòû íå èç
ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ïîëó÷èëè îöåíêè, ìîäóëè êîòîðûõ íå ìåíüøå äâîéêè, äîñòàòî÷íî
âçÿòü ëþáîå m ≥ 1

ε

(
2 +

Γmax
+

Γ
max_in_class
+

)
.

Èòàê, îêîí÷àòåëüíûé âèä àëãîðèòìè÷åñêîãî îïåðàòîðà, ñòàâÿùåãî ïðåöåäåíòàì èç ðàññìàò-
ðèâàåìîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè îöåíêè èç ïîëóèíòåðâàëà (0, 1] , à îñòàëüíûì ïðåöåäåíòàì
� îöåíêè ïî ìîäóëþ íå ìåíüøèå 1 + t :

B =

(
m +

1

Γmax_in_class
+

)
Γ+ + (−md̂)Γ−, ãäå

m =
1
ε

(
1 + t +

Γmax
+

Γmax_in_class
+

)
,

ε = min

i=1,q:
Γi
+

Γi−
6=d̂

|Γi
+ + (−d̂)Γi

−| = min
i=1,q:D±i 6=d̂

|(D±
i − d̂)Γi

−|,

Γmax_in_class
+ = max

i=1,q:D±i =d̂
Γi

+,

Γmax
+ =max

i=1,q
Γi

+,

d̂� ïîòåíöèàëüíîå îòíîøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äëÿ ñëó÷àÿ y = K2 âûïèøåì òîëüêî îêîí÷àòåëüíûé âèä àëãîðèòìè÷åñêîãî îïåðàòîðà, ñòà-
âÿùåãî ïðåöåäåíòàì èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè îöåíêè èç ïîëóèíòåðâàëà
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[-1,0), à îñòàëüíûì ïðåöåäåíòàì � îöåíêè ïî ìîäóëþ íå ìåíüøèå 1 + t :

B = mΓ+ +

(
−md̂− 1

Γmin_in_class
−

)
Γ−, ãäå

m =
1
ε

(
1 + t +

Γmin−
Γmin_in_class
−

)
,

ε = min

i=1,q:
Γi
+

Γi−
6=d̂

|Γi
+ + (−d̂)Γi

−| = min
i=1,q:D±i 6=d̂

|(D±
i − d̂)Γi

−|,

Γmin_in_class
− = min

i=1,q:D±i =d̂
Γi
−,

Γmin
− =min

i=1,q
Γi
−,

d̂� ïîòåíöèàëüíîå îòíîøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè.

2)Ïîñòðîèâ, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùèì ïóíêòîì, äëÿ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè
àëãîðèòìè÷åñêèå îïåðàòîðû, ñòàâÿùèå ïðåöåäåíòàì èç âûáðàííîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè
îöåíêè ¾ïðàâèëüíîãî¿ çíàêà èç èíòåðâàëà [-1,1], à îñòàëüíûì ïðåöåäåíòàì îöåíêè ïî ìîäó-
ëþ íå ìåíüøèå 1 + t , ïîëó÷èì ëîêàëüíûé áàçèñ äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ
äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîððåêòíîãî àëãîðèòìà,
îïèñàííîå ïîñòðîåíèå ñ íåçíà÷èòåëüíûìè êîððåêòèâàìè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îïòèìàëüíûé â
ñìûñëå ôóíêöèîíàëà êîëè÷åñòâà îøèáîê àëãîðèòì. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî àëãîðèò-
ìà ñëåäóåò ðàçáèòü âåêòîð ïîòåíöèàëüíûõ îòíîøåíèé íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè (òåïåðü â
êëàññå äîïóñêàåòñÿ ðàçëè÷íàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðåöåäåíòîâ); âûïîëíèòü ïîñòðîåíèÿ, îïèñàí-
íûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè äëÿ îäíîðîäíûõ (â ñìûñëå êëàññèôèêàöèè) êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè; à äëÿ íåîäíîðîäíûõ êëàññîâ âûáðàòü áîëåå âûãîäíóþ â ñìûñëå êîëè÷åñòâà
îøèáîê àëüòåðíàòèâó ( y = K1 èëè y = K2 ) è òàêæå ïðèìåíèòü îïèñàííîå ïîñòðîåíèå.

4. Ñâîéñòâà äèñêðèìèíàíòíûõ ïîâåðõíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìàì â
ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëÿõ. Äî ñèõ ïîð íå áûë îñâåù¼í âîïðîñ î ïîèñêå â èñõîäíîé ìîäåëè
àëãîðèòìîâ M îïòèìàëüíîãî â ñìûñëå ôóíêöèîíàëà êîëè÷åñòâà îøèáîê àëãîðèòìà. Äëÿ ýòîãî
óäîáíî ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íîå îöåíî÷íîå ïðîñòðàíñòâî I′e = R2 . Ìîäåëü àëãîðèòìè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ è ðåøàþùåå ïðàâèëî ïðè ýòîì òàêæå íóæäàþòñÿ â ïåðåôîðìóëèðîâêå:

M′
0

def= {B : Ii → I′e | ∀ũ ∈ Ii : B(ũ) = (aΓ+(ũ), bΓ−(ũ)), a, b ∈ R+ }

C ′
1(γ+, γ−) def=





K1, γ+ + γ− > 0
∆, γ+ + γ− = 0
K2, γ+ + γ− < 0

.

ßñíî, ÷òî íîâàÿ ìîäåëü àëãîðèòìîâ M′ = C ′
1 ◦M′

0 ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé ìîäåëüþ àëãîðèòìîâ
M . Äëÿ íîâîé ôîðìóëèðîâêè îïðåäåëåíèÿ ìîäåëè àëãîðèòìîâ ñóùåñòâóåò íàãëÿäíàÿ ãðàôè-
÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ 2005 âûïóñê � 2



34 ÂÀÑÈËÜÅÂ

6

Γ−

-Γ+

J
J

J
J

J
J

J
J

J
J

J
J

J
J

JJ

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q

d

d

d

d

d

d
d
d
d
d

d
d

d
d

d
d

d

× × × × × ×

× × × × × ×
× × × × × × ×

×

d d
d

d

×
×

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@

e
e

e
e

e
e

e
e

e
e

e
e

e
e

ee

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l

D1 D2 D3

D4

D5

Çäåñü èçîáðàæåíî î÷åíî÷íîå ïðîñòðàíñòâî I′f = R2 ; ¾êðåñòèêè¿ îáîçíà÷àþò îöåíêè ïðåöå-
äåíòîâ êëàññà K1 , ¾íîëèêè¿ � îöåíêè ïðåöåäåíòîâ êëàññà K2 , âûäàâàåìûå àëãîðèòìè÷å-
ñêèì îïåðàòîðîì ñ ïàðàìåòðàìè a = 1, b = 1 . Àáñöèññà åñòü çíà÷åíèå K1 -ïîòåíöèàëà, à
îðäèíàòà � çíà÷åíèå K2 -àíòèïîòåíöèàëà. Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ äèñêðèìèíàíòíîé ïîâåðõ-
íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé àëãîðèòìè÷åñêîìó îïåðàòîðó B(ũ) = aΓ+(ũ) + bΓ−(ũ) , ÿâëÿåòñÿ ëó÷
D(B) : (γ+, γ−) ∈ D ⇔ aγ+ + bγ− = 0 . Òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå âûøå D(B) , îòíîñÿòñÿ àëãî-
ðèòìîì C ′

1 ◦B ê êëàññó K1 , íèæå D(B) � ê êëàññó K2 , òî÷êè ëó÷à � ê êëàññó ∆ .
Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî â ñìûñëå ôóíêöèîíàëà êîëè÷åñòâà îøèáîê àëãîðèòìà â ïðè-

âåä¼ííîì ïðèìåðå äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü àëãîðèòìû, ñîîòâåòñòâóþùèå ëó÷àì D1 , D2 , D3 ,
D4 è D5 . Íåïîñðåäñòâåííûì ïîäñ÷¼òîì êîëè÷åñòâà îøèáîê àëãîðèòìîâ ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî
îïòèìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû, ñîîòâåòñòâóþùèå ëó÷àì D3 è D5 . Â îáùåì ñëó÷àå, îï-
òèìàëüíûé â ñìûñëå êîëè÷åñòâà îøèáîê àëãîðèòì èç ìîäåëè M ìîæíî íàéòè, âû÷èñëèâ íå
áîëåå q′+1 ôóíêöèîíàëîâ êîëè÷åñòâà îøèáîê, ãäå q′ � êîëè÷åñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
ïî îòíîøåíèþ ¾ðàâåíñòâî ïîòåíöèàëüíûõ îòíîøåíèé¿ .

Â ðàñøèðåííîé ìîäåëè àëãîðèòìîâ F[M] äèñêðèìèíàíòíûå ïîâåðõíîñòè òàêæå ïîääàþòñÿ
îïèñàíèþ â òåðìèíàõ àíàëîãè÷íîãî îöåíî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà I′i . Êàæäîìó àëãîðèòìè÷åñêîìó
îïåðàòîðó � àðãóìåíòó êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè � ñîîòâåòñòâóåò ¾ñåêòîð êîìïåòåíòíîñòè¿,
â ïðåäåëàõ êîòîðîãî, äèñêðèìèíàíòíîé ïîâåðõíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ëó÷, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó
îïåðàòîðó. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ¾ñåêòîðîì êîìïåòåíòíîñòè¿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå íåêîòîðûõ
ñåêòîðîâ â I′i , â ñâÿçè ñ ýòèì âîïðîñ î ïîèñêå àëãîðèòìà, ìèíèìèçèðóþùåãî â ñîâîêóïíîñòè
êîëè÷åñòâî îøèáîê è êîëè÷åñòâî çàäåéñòâîâàííûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ íåòðèâèàëüíûì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 04-01-00161 è ñòèïåíäèè êîìïàíèè Intel
Technologies, Inc äëÿ ñòóäåíòîâ.
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1. Ââåäåíèå. Â ôèçèêå ïëàçìû èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êîëëåêòèâà
çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, ñâîéñòâà êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ äàëüíîäåéñòâóþùèìè êóëîíîâñêèìè ñè-
ëàìè, ïðè÷åì åãî ïëîòíîñòü íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ñîñåäíèìè ÷àñòè-
öàìè ìíîãî ìåíüøå êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äàëåêèìè ÷àñòèöàìè. Èíûìè ñëîâàìè,
êëàññè÷åñêàÿ ïëàçìà - ýòî èîíèçèðîâàííûé ãàç ìàëîé ïëîòíîñòè. Ïðè èçó÷åíèè ïëàçìû ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ íå ñâîéñòâà âåùåñòâà, à ñâîéñòâà ñëîæíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç âåùåñòâà è
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ïëàçìó ìîæíî îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ äâóõ ìîäåëåé, à èìåííî ëèáî â ðàìêàõ êèíåòè÷åñêîé
òåîðèè, ëèáî â ðàìêàõ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè. Ïðè ÌÃÄ-ïðèáëèæåíèè ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî
ñóùåñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà èîíèçèðîâàííîãî ãàçà - ñïîñîáíîñòü ïðîâîäèòü òîê, ïðåíåáðåãàÿ
ïàðíûìè ñòîëêíîâåíèÿìè ÷àñòèö.

Â ðàìêàõ ÌÃÄ-ïðèáëèæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ øèðîêèé ñïåêòð ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Äëÿ óïðàâ-
ëåíèÿ òåðìîÿäåðíûì ïðîöåññîì íåîáõîäèìî óäåðæèâàòü ãàç â ïëàçìåííîì ñîñòîÿíèè, åäèí-
ñòâåííóþ âîçìîæíîñòü äëÿ ýòîãî äàþò ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ. Ïîýòîìó âàæåí âîïðîñ âûáî-
ðà ñîîòâåòñòâóþùåé ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè. Îíà ìîæåò áûòü óñòîé÷èâîé èëè, åñëè îíà
íåóñòîé÷èâà, äîëæíà èìåòü ñòîëü áîëüøîå âðåìÿ íàðàñòàíèÿ, êîòîðîå áûëî áû äîñòàòî÷íî äëÿ
ïðîòåêàíèÿ ÿäåðíûõ ðåàêöèé. Íà ïåðâûõ ñòàäèÿõ ïðîåêòèðîâàíèÿ êàê ðàâíîâåñíóþ êîíôèãó-
ðàöèþ, òàê è åå óñòîé÷èâîñòü ìîæíî èññëåäîâàòü â ðàìêàõ ÌÃÄ-òåîðèè. Åñëè ïðåäëîæåííàÿ
êîíôèãóðàöèÿ ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêè íåóñòîé÷èâà, òî ïðàêòè÷åñêè íåò íàäåæäû, ÷òî îíà
îêàæåòñÿ óñòîé÷èâîé ïðè áîëåå òî÷íîì ðàññìîòðåíèè. Ïðîñòûå ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè
ìîãóò îêàçàòüñÿ íåóñòîé÷èâûìè, íî ñ ïîìîùüþ îñîáûõ êîíôèãóðàöèé âíåøíèõ ìàãíèòíûõ
ïîëåé è ïðîâîäíèêîâ èõ èíîãäà ìîæíî ñäåëàòü óñòîé÷èâûìè. Â ðàìêàõ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíà-
ìèêè ìîãóò áûòü îïèñàíû ìíîãèå ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ëàáîðàòîðíîé è êîñìè÷åñêîé
ïëàçìû. Õîòÿ îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè çâåçä è èõ ýâîëþöèÿ íå ñâÿçàíû òåñíî ñ ýëåêòðîìàãíå-
òèçìîì, èìååòñÿ ðÿä âàæíûõ îáëàñòåé, â êîòîðûõ îí èãðàåò áîëüøóþ ðîëü. Ìíîæåñòâî ðàáîò
ïîñâÿùåíî íàëè÷èþ ãëîáàëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé çâåçä, ñâÿçàííûõ ñ èõ âðàùåíèåì [3,4]. Ñâîé-
ñòâî ìàãíèòíûõ ïîëåé çàìåäëÿòü êîíâåêòèâíîå ïåðåìåøèâàíèå èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ
ïåðåíîñà ýíåðãèè èç ãëóáèí ê ïîâåðõíîñòè. Îäèí èç ïðèìåðîâ ïðîÿâëåíèÿ ëîêàëüíûõ ñèëüíûõ
ìàãíèòíûõ ïîëåé, äåéñòâóþùèõ ïîäîáíûì îáðàçîì, - ñîëíå÷íûå ïÿòíà. Ñ ýëåêòðîìàãíèòíûìè
ýôôåêòàìè è ìàãíèòíûìè ïîëÿìè ñâÿçàíû ñîëíå÷íûå âñïûøêè, ÿâëåíèå êîíäåíñàöèè çâåçä
èç êîñìè÷åñêèõ ãàçîâûõ îáëàêîâ.

Â îêðåñòíîñòÿõ Çåìëè ìíîãèå ñâîéñòâà èîíîñôåðû è ìàãíèòîñôåðû, à òàêæå ïëàçìû â ïðè-
ìûêàþùåì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ ïî õàðàêòåðó ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèìè. Ïîòîê ïëàçìû
îò Ñîëíöà (ñîëíå÷íûé âåòåð) è åãî âçàèìîäåéñòâèå ñ ãåîìàãíèòíûì ïîëåì ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
çàìå÷àòåëüíûé ïðèìåð ÌÃÄ-ñâîéñòâ. Ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà ìàãíèòîñôåðû õîðîøî îïèñûâàþò-
ñÿ ÌÃÄ-òåîðèåé èìåííî â áåññòîëêíîâèòåëüíîì âàðèàíòå. Íàïðèìåð, ïàäåíèå íàïðÿæåííîñòè
ïîëÿ ó çåìíîé ïîâåðõíîñòè â òå÷åíèå îñíîâíîé ôàçû ìàãíèòíîé áóðè ñâÿçàíî ñ âòîðæåíèåì
äîïîëíèòåëüíîé ïëàçìû âî âíåøíèå îáëàñòè ïîëÿ Çåìëè (íà ðàññòîÿíèè äî 10 çåìíûõ ðà-
äèóñîâ îò åå öåíòðà). Óâåëè÷åíèå äàâëåíèÿ ÷àñòèö ñïîñîáñòâóåò ðàñøèðåíèþ ìàãíèòîñôåðû,
óâëåêàþùåé ñèëîâûå ëèíèè îò Çåìëè.

Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ÌÃÄ - ñèñòåìû, îáúåäèíÿþùåé áîëüøîå ÷èñëî ðàçíûõ ïî
ñâîåìó õàðàêòåðó óðàâíåíèé, ïðåäïîëàãàåò ìàêñèìàëüíîå óïðîùåíèå, èäåàëèçàöèþ. Ñîâðå-
ìåííûé óðîâåíü ðàçâèòèÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è
ôèçèêè ïëàçìû â áîëåå ðåàëüíîé ïîñòàíîâêå. Ñ ïîìîùüþ ðàñ÷åòîâ íà êîìïüþòåðå ìîæíî ïðî-
âåñòè äåòàëüíûé êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç ïðîöåññà, îöåíèòü ðîëü îòäåëüíûõ ôàêòîðîâ â åãî
ïðîòåêàíèè, âûÿâèòü íîâûå ñâîéñòâà è çàêîíîìåðíîñòè, ðàññìîòðåòü ñëîæíûå êîëëåêòèâíûå
ÿâëåíèÿ.
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Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ðå-
çóëüòàòîâ òåîðèè è ýêñïåðèìåíòà. Óñòàíîâëåíèå ìåæäó íèìè êîëè÷åñòâåííîãî ñîîòâåòñòâèÿ
óñëîæíåíî òåì, ÷òî ìíîãèå âåëè÷èíû, êîòîðûå ôèãóðèðóþò â âûâîäàõ òåîðèè, íåïîñðåäñòâåí-
íî íå íàáëþäàþòñÿ è íå èçìåðÿþòñÿ. Íà îñíîâå òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ñòðîèòñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà è ïðîâîäèòñÿ åå ïîëíûé ðàñ÷åò. Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëÿþòñÿ âñå
èçìåðÿåìûå â ýêñïåðèìåíòå âåëè÷èíû. Ïî ñòåïåíè áëèçîñòè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà è ýêñïåðè-
ìåíòà ìîæíî ñóäèòü î ñîîòâåòñòâèè ìîäåëè ðåàëüíûì ïðîöåññàì, è â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè
âíîñèòü â ìîäåëü êîððåêòèâû.

Â äàëüíåéøåì, êîãäà ìîäåëü õîðîøî "îòëàæåíà", îñíîâàíà íà íàäåæíîì òåîðåòè÷åñêîì
ôóíäàìåíòå, óñïåøíî ïðîøëà ïðîâåðêó êðèòåðèåì ïðàêòèêè ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ ïðîãíîçà. Ïðîãíîç î÷åíü ïîëåçåí ïðè ïëàíèðîâàíèè ýêñïåðèìåíòà. Îí ïîçâîëÿåò
ïðîâåñòè âñþ ïîäãîòîâêó öåëåíàïðàâëåííî, çàðàíåå îïðåäåëèòü íàèáîëåå èíòåðåñíûå ðåæè-
ìû, îïðåäåëèòü îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, â êîòîðûõ èçó÷àåìûå çàâèñèìîñòè ïîäâåðæåíû íàèáîëåå
ðåçêèì èçìåíåíèÿì.

Â ÷àñòíîñòè, íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ áûëî ñäåëàíî îòêðûòèå òîêîâîãî ñëîÿ è âïåðâûå
îáíàðóæåí ýôôåêò íåóñòîé÷èâîñòè áàëëîíûõ ìîä â òîêàìàêàõ [17].

Ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà
ôîðìèðîâàíèÿ òîêîâûõ ñëîåâ â òðåõìåðíîé êîíôèãóðàöèè. Ñóòü ýôôåêòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
â çàìàãíè÷åííîé ïëàçìå ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ñàìîïðîèçâîëüíî ìîãóò âîçíèêàòü çîíû
îòíîñèòåëüíî âûñîêîé òåìïåðàòóðû. Ýòè çîíû, Ò-ñëîè, îáëàäàþò ïîâûøåííîé ïðîâîäèìîñòüþ.
Â ðåçóëüòàòå â íèõ ñîáèðàåòñÿ îñíîâíàÿ ÷àñòü ïëàçìåííîãî òîêà, ðàçîãðåâàþùåãî ïëàçìó è
ïîääåðæèâàþùåãî â íåì âûñîêóþ òåìïåðàòóðó [17] .

Ïðè óìåíüøåíèè òîëùèíû òîêîâîãî ñëîÿ ïðîèñõîäèò áûñòðàÿ äèññèïàöèÿ ìàãíèòíîé ýíåð-
ãèè, ñâÿçàííàÿ ñ ïåðåçàìûêàíèåì ñèëîâûõ ëèíèé. Â ðåçóëüòàòå ÷åãî èçìåíÿåòñÿ ëîêàëüíàÿ è
ãëîáàëüíàÿ ñòðóêòóðà ïîëÿ [15] .

Ïðåäñòàâëåíèå îá àííèãèëÿöèè è áûñòðîì ïåðåçàìûêàíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îêðåñòíî-
ñòè íåéòðàëüíîé òî÷êè âîçíèêëî â ñâÿçè ñ âîïðîñàìè èíòåðïðåòàöèè íàáëþäåíèé ñîëíå÷íûõ
âñïûøåê. Äàíæè áûë ïåðâûì [3], êòî âûäâèíóë èäåþ î òîì, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè X-òèïà
ïðîÿâëÿþòñÿ íåîáû÷íûå ñâîéñòâà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, â ÷àñòíîñòè ïðîèñõîäèò áûñòðàÿ
äèññèïàöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ðàáîòàõ Ñâèòà [3] ýòî ÿâëåíèå áûëî âïåðâûå îïèñàíî êàê ñáëè-
æåíèå äâóõ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûõ ïîëåé ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåçàìûêàíèåì ñèëîâûõ
ëèíèé è ïåðåñòðîéêîé òîïîëîãèè ýòèõ ïîëåé. Ïàðêåð íàøåë ñêîðîñòü ïåðåçàìûêàíèÿ, èñõîäÿ
èç îñíîâíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòà çàäà÷à ïîëó÷èëà â ðàáîòàõ Ïå÷åêà. Ïå÷åê ïðåäëîæèë [3] àëü-
òåðíàòèâíóþ êîíôèãóðàöèþ, â êîòîðîé ñáëèæåíèå ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûõ ïîëåé ïðî-
èñõîäèò òîëüêî â óçêîé äèôôóçèîííîé îáëàñòè, øèðèíà êîòîðîé ñðàâíèìà ñ òîëùèíîé ñëîÿ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, äâà ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûõ ïîëÿ ìîãóò îáðàçîâûâàòü óçêèå âåð-
øèíû â ìåñòàõ ñáëèæåíèÿ, ïðè÷åì ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ è ïåðåçàìûêàíèÿ ìîæåò äîõîäèòü äî
(10−2 ÷ 10−1Va) , ãäå Va - àëüôâåíîâñêàÿ ñêîðîñòü.

Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ýòè èññëåäîâàíèÿ áûë âíåñåí Ñ.È. Ñûðîâàòñêèì, êîòîðûé âïåðâûå
ðàññìîòðåë îáùóþ íåñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó î äèíàìèêå âûñîêîïðîâîäÿùåé ñæèìàåìîé ïëàçìû
â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ, ñîäåðæàùèõ íóëåâûå ëèíèè. Â ðåçóëüòàòå áûë ïîëó÷åí ôóíäàìåíòàëü-
íûé âûâîä î âîçìîæíîñòè êóìóëÿöèè ìàãíèòíîé ýíåðãèè ïðè ôîðìèðîâàíèè òîêîâîãî ñëîÿ â
îêðåñòíîñòè íóëåâîé ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ [19].

Äëÿ îïèñàíèÿ ôîðìèðîâàíèÿ òîêîâûõ ñëîåâ âåñüìà ýôôåêòèâíî ÌÃÄ - ïðèáëèæåíèå. Â
ýòîì ïðèáëèæåíèè ïîâåäåíèå ïëàçìû îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé äëÿ ïîëíîé ìàññîâîé
ïëîòíîñòè, ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ, òåìïåðàòóðû è óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Â ñâÿçè ñ ñóùåñòâåí-
íîé íåëèíåéíîñòüþ èçó÷àåìûõ ïðîöåññîâ ïðåäñòàâèòü òðåõìåðíîå äâèæåíèå ïëàçìû â âèäå
ñóïåðïîçèöèè èçâåñòíûõ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé íåâîçìîæíî, ïîýòîìó èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåí-
íîå ìîäåëèðîâàíèå ÌÃÄ - óðàâíåíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðèìåíÿëñÿ ïîëóíåÿâíûé
ìåòîä, ÿâëÿþùèéñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
2.1. Èñõîäíûå ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ â

ïëàçìå áóäåì èñõîäèòü èç óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè [1] [2], êîòîðûå äîñòàòî÷íî
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õîðîøî îïèñûâàþò êðóïíîìàñøòàáíûå äâèæåíèÿ â ïëàçìå, äëÿ êîòîðûõ íåñóùåñòâåííî ðàç-
ëè÷èå â äâèæåíèè îòäåëüíûõ ãðóïï ñîñòàâëÿþùèõ åå ÷àñòèö.

Ïóñòü ïëàçìà ñîñòîèò èç äâóõ ñîðòîâ ÷àñòèö - èîíîâ è ýëåêòðîíîâ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ïëàçìó, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå êâàçèíåéòðàëüíîñòè, ò.å. ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî
ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ ne è èîíîâ ni (ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîñëåäíèå îäíîêðàòíî èîíèçèðîâà-
íû) èëè ðàâåíñòâà ne = Zni (â áîëåå îáùåì ñëó÷àå èîíîâ ñî ñðåäíèì çàðÿäîâûì ÷èñëîì
Z ). Ïëàçìà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñïëîøíàÿ ñðåäà. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïðèìåíèìî, êîãäà õà-
ðàêòåðíàÿ äëèíà èçìåíåíèé ïðåâûøàåò õàðàêòåðíûå ðàçìåðû îáëàñòè, çàíèìàåìîé ïëàçìîé.
Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ïðîèñõîäÿùèå â ïëàçìå äâèæåíèÿ ìåäëåííûå, ò.å. ïðîòåêàþò ñî
ñêîðîñòüþ, çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé ñêîðîñòè ñâåòà.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü ρ åñòü ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü, T - òåì-
ïåðàòóðà, P -äàâëåíèå, −→V - ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ, −→J - ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, à −→B
- íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè ñ ó÷åòîì ñèëû Àìïåðà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ρ
d
−→
V

dt
=

1
c
[
−→
J ,
−→
B ]−∇P, (1)

çäåñü d
dt = ∂

∂t +(
−→
V ,∇) - îáîçíà÷àåò "ñóáñòàíöèîíàëüíóþ"èëè ëàãðàíæåâó ïðîèçâîäíóþ, îïðå-

äåëÿþùóþ èçìåíåíèå âåëè÷èíû ïðè ïåðåìåùåíèè âìåñòå ñ äâèæóùåé ÷àñòèöåé ïëàçìû. Ïëîò-
íîñòü òîêà −→

J îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, à èìåííî

rot
−→
B =

4π

c

−→
J , (2)

â êîòîðîì ïðåíåáðåãàåì òîêîì ñìåùåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷å-
ñêîãî òîêà (2) â óðàâíåíèå (1) ïîëó÷àåì

ρ
d
−→
V

dt
=

1
4π

[rot
−→
B,
−→
B ]−∇P. (3)

Óðàâíåíèå äèôôóçèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ó÷åòîì êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòè èìååò ñëåäóþùèé
âèä

∂
−→
B

∂t
= rot[

−→
V ,
−→
B ]− c2

4π
rot(ηrot

−→
B ), (4)

η - ìàãíèòíàÿ âÿçêîñòü, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ïðîâîäèìîñòüþ σ ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì η =
1
σ . Òàê êàê ëèíèè ìàãíèòíîé èíäóêöèè çàìêíóòû, ò.å. â ïðèðîäå îòñóòñòâóþò ñâîáîäíûå
ìàãíèòíûå çàðÿäû, òî äëÿ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ −→B äîëæíî âûïîëíÿòñÿ ñëåäóþùåå
óñëîâèå

div
−→
B = 0. (5)

Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ ñîîòíîøåíèé â ñèñòåìó ÌÃÄ-óðàâíåíèé òàêæå âõîäÿò óðàâíåíèå
íåïðåðûâíîñòè

∂ρ

∂t
+ divρ

−→
V = 0, (6)

è óðàâíåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû

ρ

γ − 1
dT

dt
= −Pdiv

−→
V − div(KgradT ) +

c2

(4π)2
η(rot

−→
B )2, (7)

K - êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, γ = cp

cν
- ïîêàçàòåëü àäèàáàòû.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1), (2), (4)-(7) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé îäíîæèäêîñòíîé ãèä-
ðîäèíàìèêè. Äëÿ åå çàìûêàíèÿ íåîáõîäèìî äîáàâèòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ P = P (ρ) , ñâÿ-
çûâàþùåå ìåæäó ñîáîé äàâëåíèå, ïëîòíîñòü è òåìïåðàòóðó ïëàçìû. Â ÌÃÄ ïðèáëèæåíèè
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ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîâåäåíèå ïëàçìû ñõîäíî ñ ïîâåäåíèåì èäåàëüíîãî ãàçà, ò.å. ñïðàâåäëèâî
óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

P = ρT, (8)
Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé èìååò âèä

∂ρ

∂t
+ divρ

−→
V = 0, (9)

ρ
d
−→
V

dt
=

1
4π

[rot
−→
B,
−→
B ]−∇P, (10)

ρ

γ − 1
dT

dt
= −Pdiv

−→
V − div(KgradT ) +

c2

(4π)2
η(rot

−→
B )2, (11)

∂
−→
B

∂t
= rot[

−→
V ,
−→
B ]− c2

4π
rot(ηrot

−→
B ), (12)

P = ρT. (13)
2.2. Óðàâíåíèÿ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè â áåçðàçìåðíîé ôîðìå. Äëÿ ÷èñëåííî-

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ óäîáíî ïåðåéòè ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, äëÿ ýòîãî ñäåëàåì ñëåäóþùèå
çàìåíû ïåðåìåííûõ

ρ̃ = ρ/ρ0, T̃ = T/T0,

B̃ = B/B0, Ṽ = V/Va, J̃ = 4πJ/cB0,
t̃ = t/ta, ta = l/Va.

(14)

Åäèíèöàìè èçìåðåíèÿ ïëîòíîñòè, òåìïåðàòóðû, ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñêîðîñòè, ïëîòíîñòè
ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, âðåìåíè, äëèíû ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíû:

ρ0, T0, B0, Va, cB0/4π, ta, l (15)

Çäåñü ρ0, T0 , - íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû ïëàçìû, B0 - ìàêñèìàëüíàÿ
âåëè÷èíà ïåðâîíà÷àëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, l - õàðàêòåðíûé ðàçìåð, - Va = B0√

4πρ0
àëüôâå-

íîâñêàÿ ñêîðîñòü.
Ñäåëàâ óêàçàííóþ âûøå çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

∂ρ̃

∂t̃
+ divρ̃

−→̃
V = 0, (16)

ρ̃
d
−→̃
V

dt̃
= −β

2
∇P̃ + [rot

−→̃
B,
−→̃
B ], (17)

ρ̃

γ − 1
dT̃

dt̃
+ P̃ div

−→̃
V = −div(kgradT̃ ) +

2νm

β
(rot

−→̃
B )2, (18)

∂
−→̃
B

∂t̃
= rot[

−→̃
V ,
−→̃
B ]− rot(νmrot

−→̃
B ), (19)

P̃ = ρ̃T̃ . (20)
Áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð β , ðàâíûé îòíîøåíèþ äàâëåíèÿ ïëàçìû ê ìàãíèòíîìó äàâëåíèþ

íà ãðàíèöå, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

β =
8πP0

B2
0

. (21)
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Áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà νm = c2η
4πVa

, ãäå Va -àëüôâåíîâñêàÿ ñêîðîñòü, êîýôôèöèåíò òåïëî-
ïðîâîäíîñòè k = cp

Pe
, ãäå Pe = cpρ0Va

K - ÷èñëî Ïåêëå. Äàëåå âåçäå áóäåì ðàññìàòèâàòü òîëüêî
áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, ïîýòîìó çíàê ∼ ìîæíî îïóñòèòü.

3. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ. Óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè è òåì áîëåå ìàãíèò-
íîé ãèäðîäèíàìèêè äàæå â ñàìîì ïðîñòîì îäíîìåðíîì ñëó÷àå âåñüìà ñëîæíû, è ñëîæíîñòü,
ïðåæäå âñåãî, çàêëþ÷àåòñÿ â èõ íåëèíåéíîñòè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ðå-
øåíèÿ çàäà÷ äîñòàòî÷íî äàâíî è âåñüìà èíòåíñèâíî ðàçâèâàþòñÿ, ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ â ÿâíîì
âèäå ëèøü äëÿ îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà çàäà÷.

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè ÿâëÿþòñÿ ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû. Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà
âìåñòî íåïðåðûâíîé ñðåäû ââîäèòñÿ åå ðàçíîñòíûé àíàëîã. Ýòà äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ñðåäû îïè-
ñûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà, êîòîðûå îïðåäåëåíû â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê -
óçëàõ ñåòêè. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ çàäà÷à àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñèñòåìîé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.

Ñàìûì ïðîñòûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ÿâíàÿ ñõåìà. Íî ïðè
ýòîì, ÿâíàÿ ñõåìà èìååò îäèí ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê, îãðàíè÷åíèå íà âûáîð âðåìåííîãî
øàãà è øàãîâ ïî ïðîñòðàíñòâó. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ñõåìû îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
Êóðàíòà τ < h2

2 , ãäå τ - øàã ïî âðåìåíè, h - øàã ïî ïðîñòðàíñòâó.
Â îòëè÷èå îò ÿâíûõ ñõåì, ïðè ïðèìåíåíèè íåÿâíîé ñõåìû äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èí íà î÷å-

ðåäíîì âðåìåííîì ñëîå ðåøàåòñÿ ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Íåÿâíûå ñõåìû áåçóñëîâíî
óñòîé÷èâû, îíè ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü áîëüøîé øàã ïî âðåìåíè, íî ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè
ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü áîëåå ñëîæíûå àëãåáðàè÷åñêèå çàäà÷è.

Øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè è ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ïî-
ëó÷èëà ñõåìà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð Ëàêñà-Âåíäðîôà [12], â êîòîðîé ïðåäèêòîð ïðåäëîæåí â
âèäå ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ýòà ñõåìà ïðîñòà â ðåàëèçàöèè, óñëîâíî óñòîé÷èâà è èìååò
âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.

Ñ ðàçâèòèåì òðåõìåðíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âñå ÷àùå ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ
ïîëóíåÿâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû. Ýòè ìåòîäû ïîçâîëÿþò èçáàâèòüñÿ îò îáðàùåíèÿ ìàòðèö
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ïðè ðåøåíèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, âìåñòå ñ òåì, â ìåòîäå îòñóòñòâóåò
íåóñòîé÷èâîñòü, ïðèñóùàÿ ÿâíûì ñõåìàì.

Ìû äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîëóíåÿâíûé ìåòîä, îïèñàííûé
â ðàáîòàõ Õàðíåäà, Øíàêà è Êåðíåðà [11-13]. Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ ñõåìû
ïðåäèêòîð-êîððåêòîð.

Ââåäåì ñåòêó ïî âðåìåíè

ωτ = {tn = b4t, n = 0, 1, 2, ...}. (22)

Àëãîðèòì ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ñëåäóþùèé. Íà ïåðâîì øàãå (ïðåäèêòîðå) âû÷èñëÿþòñÿ
ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ âñåõ êîìïîíåíò, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó ÌÃÄ-óðàâíåíèé

−→
V ∗ =

−→
V n + α4t

−→
F v(ρ,

−→
V ,
−→
B, P )n, (23)

ãäå
−→
F v(ρ,

−→
V ,
−→
B, P ) = −(

−→
V ,∇)

−→
V − β

2ρ
∇P +

1
ρ
[rot

−→
B,
−→
B ], (24)

ρ∗ = ρn − α4tdiv(ρ
−→
V )n, (25)

−→
B ∗ =

−→
B n + α4trot[

−→
V n,

−→
B n], (26)

T ∗ = Tn − α4t

(−→
V n,∇)Tn − γ − 1

ρn
FT (

−→
B,
−→
V , T, P )

)
(27)

çäåñü
FT (

−→
B,
−→
V , T, P ) = −Pdiv

−→
V − div(kgradT ) +

2νm

β
(rot

−→
B )2, (28)
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P ∗ = ρ∗B∗. (29)
α - ïàðàìåòð ñõåìû, êîòîðûé ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0.5 ≤ α ≤ 1.0 . Íåÿâíûé ýëåìåíò
âõîäèò â óðàâíåíèå-êîððåêòîð äëÿ ñêîðîñòè

−→
V n+1 − 4t2

ρ∗
(
rotrot

−→
V n+1

)
=
−→
V n +4t

−→
F v(ρ,

−→
V ,
−→
B, P )∗ − 4t2

ρn
(rotrot

−→
V n). (30)

Âû÷èñëåííàÿ ñêîðîñòü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïëîòíîñòè, òåìïåðàòó-
ðû è äàâëåíèÿ íà ñëåäóþùåì âðåìåííîì øàãå.

ρn+1 = ρn − 4t

2
div(ρ(

−→
V n+1 +

−→
V n)), (31)

−→
B ∗∗ =

−→
B n +

4t

2
rot[(

−→
V n+1 +

−→
V n),

−→
B ∗], (32)

Tn+1 = Tn −4t

((−→
V n+1 +

−→
V n

2
,∇

)
T ∗ − γ − 1

ρ∗
FT

(
−→
B ∗,

−→
V n+1 +

−→
V n

2
, T ∗, P ∗

))
(33)

Pn+1 = ρn+1Tn+1. (34)
È, íàêîíåö, ïîñëåäíèé øàã àëãîðèòìà, íà êîòîðîì âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà ìàãíèòíîãî ïîëÿ

−→
B n+1 +4trot(ν0rot

−→
B n+1) =

−→
B ∗∗ −4trot(νmrot

−→
B ∗∗) +4trot(ν0rot

−→
B ∗∗). (35)

Ýòîò ìåòîä óñòîé÷èâ [12] , åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ν2
0 >

νm(1 + 2α)2

16
. (36)

Äëÿ îáðàùåíèÿ ìàòðèö â óðàâíåíèÿõ [30] è [35] èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Æîðäàíà.
4. Âûáîð îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ. Çàäàíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðè âûáîðå îá-

ëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü ðóêîâîäñòâóþòñÿ òîé ñîâîêóïíîñòüþ çàäà÷, ðåøåíèÿ
êîòîðûõ õîòåëè ëè áû ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ýòîé ìîäåëè. Òàêæå íå ïîñëåäíþþ ðîëü èãðàåò
óäîáñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ îáëàñòè â òåõ êîîðäèíàòàõ, â êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ ìîäåëèðîâàíèå.
Òàê, íàïðèìåð, â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ óäîáíåå âûáèðàòü ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü â âèäå ïðÿ-
ìîóãîëüíîã ïàðàëëåëåïèïåäà, â òî âðåìÿ êàê â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ òàêîé âûáîð
ïðèâåäåò ê ðÿäó âû÷èñëèòåëüíûõ òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ïðåäñòàâëåíèåì ãðàíèöû îáëàñòè.
Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü öèëèíäðè÷åñêóþ îáëàñòü ìîäåëèðî-
âàíèÿ.

Äî ñèõ ïîð ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ [15, 16], â êî-
òîðûõ äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, âõîäÿùèå â ÌÃÄ-óðàâíåíèÿ, èìåþò áîëåå ïðîñòîé âèä.
Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïðîùå àïïðîêñèìèðîâàòü óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ìàãíèòîãèä-
ðîäèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû, ïðîùå ñòðîèòü àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ñèñòåì. Îäíàêî, ïðè îòíîñèòåëüíîé ïðîñòîòå íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, èñïîëü-
çîâàíèå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò èìååò ðÿä íåäîñòàòêîâ. Âî-ïåðâûõ, íåäîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî
îïèñûâàþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèå âîëíû. Âî-âòîðûõ, â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ â êà÷åñòâå îá-
ëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçóìíî âûáèðàòü (òàê ÷àùå âñåãî è äåëàþò) êóá èëè ïðÿìîóãîëüíûé
ïàðàëëåëåïèïåä, ÷òî íå âñåãäà óäîáíî, ïîñêîëüêó ïðèìèíåíèå âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà â
óãëàõ îáëàñòè, êàê ïðàâèëî, ïëîõî àïïðîêñèìèðóþò èñõîäíóþ çàäà÷ó. Ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæå-
íèÿ ýòîé çàäà÷è, â ÷àñòíîñòè, ìîäåëèðîâàíèå êàïèëëÿðíûõ ðàçðÿäîâ, è θ -ïèí÷åé, íå ñîâñåì
óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàþòñÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.

Â çàäà÷àõ ñ ÿñíî âûäåëåííîé ïîëÿðíîé îñüþ è ïðèñóòñòâèåì ñõîäÿùèõñÿ è ðàñõîäÿùèõñÿ
öèëèíäðè÷åñêèõ âîëí öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàíèå öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Ïðè ïåðåõîäå
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ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì ìû âûèãðûâàåì â ÿñíîñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷è, íî ïðè ýòîì
âîçíèêàþò òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè, îáóñëîâëåííûå îñîáåííîñòÿìè ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ
òåîðèè ïîëÿ è èõ ðàçíîñòíîé àïïîêñèìàöèè â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ.

Öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé

x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z. (37)

Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ìîäåëèðîâàíèå óäîáíåå ïðîâîäèòü â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè. Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü öèëèíäð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè z = 0 ,
÷òî íèñêîëüêî íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòü çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïðîèçâîëüíîì öèëèí-
äðå ðàäèóñà R è âûñîòû H , âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ ríîâîå =

rñòàðîå
R ,

zíîâîå =
zñòàðîå

H , ïîñëå êîòîðîé ïîëó÷èì îáëàñòü Ω = {0 ≤ r ≤ 1,−1 ≤ z ≤ 1} . Ãðàíèöó
îáëàñòè îáîçíà÷èì ω = {r = 1, z = ±1} .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ãðàíèöå ñêîðîñòü è ìàãíèòíîå ïîëå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

∂
−→
V

∂n

∣∣∣∣∣
Γ

= 0,
∂
−→
B

∂n

∣∣∣∣∣
Γ

= 0,

ò.å. ïðîèçâîäíûå âñåõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî âíåøíåé íîðìàëè íà ãðàíè-
öàõ ðàâíû íóëþ. Òàê êàê îáëàñòü ìîäåëèðîâàíèÿ áûëà âûáðàíà ñ ó÷åòîì ñïåöèôèêè ñèñòåìû
êîîðäèíàò, òî ïðîèçâîäíûå ïî íîðìàëè ñòàíîâÿòñÿ ïðîñòî ïðîèçâîäíûìè ïî ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ïåðåìåííîé. Ðàñïèøåì óñëîâèÿ ïîäðîáíåå äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû è íà êàæäîé ãðàíèöå.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñêîðîñòè áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä

∂Vr

∂r

∣∣∣∣
r=1

= 0,
∂Vϕ

∂r

∣∣∣∣
r=1

= 0,
∂Vz

∂r

∣∣∣∣
r=1

= 0,

∂Vr

∂z

∣∣∣∣
z=±1

= 0,
∂Vϕ

∂z

∣∣∣∣
z=±

= 0,
∂Vz

∂z

∣∣∣∣
z=±1

= 0.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

∂Br

∂r

∣∣∣∣
r=1

= 0,
∂Bϕ

∂r

∣∣∣∣
r=1

= 0,
∂Bz

∂r

∣∣∣∣
r=1

= 0,

∂Br

∂z

∣∣∣∣
z=±1

= 0,
∂Bϕ

∂z

∣∣∣∣
z=±

= 0,
∂Bz

∂z

∣∣∣∣
z=±1

= 0.

Äëÿ ïëîòíîñòè, òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â çàâèñèìî-
ñòè îò íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè. Íà ãðàíèöå, ãäå ïëàçìà âòåêàåò â ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü,
ïëîòíîñòü, òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå ïðèíèìàþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ. Íà îñòàëüíûõ ó÷àñòêàõ
ãðàíèöû ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ ñâîáîäíîãî âûòåêàíèÿ. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ãðàíèöó r = 1 . Åñ-
ëè Vr |r=1> 0 , òî ïëàçìà âûòåêàåò èç ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòîì ó÷àñòêå
ãðàíèöû äëÿ ïëîòíîñòè, òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â âèäå

∂ρ

∂r

∣∣∣∣
r=1

= 0,
∂T

∂r

∣∣∣∣
r=1

= 0,
∂P

∂r

∣∣∣∣
r=1

= 0.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ( Vr |r=1≤ 0 ), ïëàçìà âòåêàåò â ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü, è íà ãðàíèöå çíà÷åíèÿ
ïëîòíîñòè, òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â ýòîì ñëó÷àå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñòàíîâÿòñÿ óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà

ρ |r=1= ρ0, T |r=1= T0, P |r=1= P0

Àíàëîãè÷íî, çàäàþòñÿ óñëîâèÿ íà îñòàâøèõñÿ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû Γ , îïðåäåëÿåìûõ óñëî-
âèÿìè z = ±1 .
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5. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû è èõ ðàçíîñòíûå àíàëîãè â öèëèíäðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ. Ïðèâåäåì èçâåñòíûå ôîðìóëû, äëÿ îïåðàòîðîâ òåîðèè ïîëÿ, èñïîëüçóåìûõ â
çàäà÷å. Òàê êàê ñóùåñòâóåò ðÿä îñîáåííîñòåé èõ ïðåäñòàâëåíèÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìàõ
êîîðäèíàò, òî ðàñïèøåì èõ. Äëÿ êàæäîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà çàïèøåì àïïðîêñè-
ìèðóþùèé åãî ðàçíîñòíûé.

Äèâåðãåíöèÿ:
∇−→A = div

−→
A =

1
r

∂

∂r
(rAr) +

1
r

∂Aϕ

∂ϕ
+

∂Az

∂z
. (38)

Ãðàäèåíò:
(∇f)r =

∂f

∂r
, (∇f)ϕ =

1
r

∂f

∂ϕ
, (∇f)z =

∂f

∂z
, (39)

Ðîòîð:
(∇×−→A )r =

1
r

∂Az

∂ϕ
− ∂Aϕ

∂z
(40)

(∇×−→A )ϕ =
∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r
(41)

(∇×−→A )z =
1
r

∂

∂r
(rAϕ)− 1

r

∂Ar

∂ϕ
(42)

Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ −→
A (èëè ñóáñòàíöèîíàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ) äëÿ ñêàëÿðíîé ôóíê-

öèè çàïèñûâàåòñÿ
(
−→
A · ∇)f = (

−→
A,∇f) = Ar

∂f

∂r
+

Aϕ

r

∂f

∂ϕ
+ Az

∂f

∂z
, (43)

à äëÿ âåêòîðà (
−→
A · ∇)

−→
B èìååò ñëåäóþùèé âèä

(
−→
A · ∇−→B ) = Ar

∂Br

∂r
+

Aϕ

r

∂Br

∂ϕ
+ Az

∂Br

∂z
− AϕBϕ

r
, (44)

(
−→
A · ∇−→B ) = Ar

∂Bϕ

∂r
+

Aϕ

r

∂Bϕ

∂ϕ
+ Az

∂Bϕ

∂z
+

AϕBr

r
, (45)

(
−→
A · ∇−→B ) = Ar

∂Bz

∂r
+

Aϕ

r

∂Bz

∂ϕ
+ Az

∂Bz

∂z
, (46)

Ëàïëàñèàí:
∇2f =

1
r

∂

∂r

(
r
∂f

∂r

)
+

1
r2

∂2f

∂ϕ2
+

∂2f

∂z2
, (47)

Àïïðîêñèìèðóåì îïåðàòîðû, âõîäÿùèå â ÌÃÄ ñèñòåìó ðàçíîñòíûìè àíàëîãàìè. Ïóñòü ωr ,
ωϕ , ωz - ñåòêè ïî ðàäèóñó r , óãëó ϕ è âûñîòå z , ñîîòâåòñòâåííî

ωr = ri = (i + 0.5)hr, i = 0, 1, 2, ..., Nr, hr =
1

Nr + 0.5

ωϕ = ϕj = jhϕ, j = 0, 1, 2, ..., Nϕ, hϕ =
2π

Nϕ
,

ωz = zk = khz − 2, k = 0, 1, 2, ..., Nz, hz =
2

Nz
.

Ââåäåì â Ω ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó ω = ωr × ωϕ × ωz . Ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ f â óçëå
(ri, ϕj , zk, tn) áóäåì îáîçíà÷àòü

fn
i,j,k = f(ri, ϕj , zk, tn).
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Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïîìèìèìî ôèçè÷åñêèõ ãðàíèö, à èìåííî r = R , z = ±H/2
ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå r = 0 , ϕ = 0 , ϕ = 2π . Äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íàäî çàäàòü íà ýòèõ
ó÷àñòêàõ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îïðåäåëåíû â ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Äëÿ
ϕ = 0 , ϕ = 2π âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì ïåðèîäè÷íîñòè f(0) = f(2π) . Ïðè èñïîëüçîâàíèå öè-
ëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò â òî÷êå r = 0 ìîæåò âîçíèêíóòü îñîáåííîñòü. ×òîáû èçáåæàòü ýòîãî
è îïðåäåëèòü óñëîâèÿ íà ãðàíèöå r = 0 ââîäèòñÿ îñîáàÿ ñåòêà. Òàêàÿ ñåòêà, ñäâèíóòàÿ ïî r ,
áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòàõ Ôðÿçèíîâà è Áàêèðîâîé [9], [10], [11]. Ââåäåì îïåðàòîðû - ðàçíîñò-
íûå àíàëîãè ïðîèçâîäíûõ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Ïðîèçâîäíóþ áóäåì ∂f

∂r àïïðîêñèìèðîâàòü
ðàçíîñòíûì îïåðàòîðîì

(Λrf)i =
fi+1 − fi

2hr
,

ïðè i = 1, 2, ..., Nr − 1 ïðè i = 0 , âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ñå÷åíèå öèëèíäðà ïëîñêîñòüþ,
ïàðàëëåëüíîé îñíîâàíèÿì, åñòü êðóã, òîãäà r−1,j = r0,j+Nϕ/2 , à ïðîèçâîäíàÿ áóäåò èìåòü âèä

(Λrf)0,j =
f1,j − f0,j+Nϕ/2

hr
,

Ïðîèçâîäíóþ ∂f
∂ϕ àïïðîêñèìèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

(Λϕf)j =
fj+1 − fj−1

, ïðè j = 0, 1, 2, ..., Nϕ

çäåñü ïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ïåðèîäè÷íîñòè, à èìåííî y−1 = yNφ
−1 , yNϕ+1 = y1 , ïðîèçâîäíóþ

∂f
∂z çàïèøåì â âèäå

(Λzf)k =
fk+1 − fk

2hx
, ïðè k = 1, 2, ..., Nz − 1.

Òåïåðü îïðåäåëèì ðàçíîñòíûå àíàëîãè äëÿ äèâåðãåíöèè è òðåõ êîìïîíåíò ðîòîðà

DIV
−→
A =

1
r
ΛrrAr +

1
r
ΛϕAϕ + ΛzAz,

(ROT
−→
A )r =

1
r
ΛϕAz − ΛzAϕ,

(ROT
−→
A )ϕ = ΛzAr − ΛrAz,

(ROT
−→
A )z =

1
r
ΛrrAϕ − 1

r
ΛϕAr

Äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå îïåðàòîðû

Lrfi,j,k =
Vri,j,k

+ |Vri,j,k
|

2hr
(fi,j,k − fi−1,j,k) +

Vri,j,k
+ |Vri,j,k

|
2hr

(fi+1,j,k − fi,j,k),

Lϕfi,j,k =
Vϕi,j,k

+ |Vϕi,j,k
|

2hϕ
(fi,j,k − fi−1,j,k) +

Vϕi,j,k
+ |Vϕi,j,k

|
2hϕ

(fi+1,j,k − fi,j,k),

Lzfi,j,k =
Vzi,j,k

+ |Vzi,j,k
|

2hz
(fi,j,k − fi−1,j,k) +

Vzi,j,k
+ |Vzi,j,k

|
2hz

(fi+1,j,k − fi,j,k),

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ îïåðàòîðîâ ñóáñòàíöèîíàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ äîñòàòî÷íî ëåãêî àïïðîêñèìè-
ðóåòñÿ

(W
−→
A )r = LrAr +

1
r
LϕAr + LzAr − VϕAr

r
,

(W
−→
A )ϕ = LrAϕ +

1
r
LϕAϕ + LzAr − VϕAϕ

r,
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(W
−→
A )z = LrAz +

1
r
LϕAz + LzAz.

6. Çàêëþ÷åíèå. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ïåðâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ ïî ìîäåëèðîâàíèþ ïîâåäåíèÿ ïëîòíîãî ïëàçìåííîãî æãóòà â âàêóóìå.

Ðàññìàòðèâàåì òîíêèé ïëàçìåííûé æãóò, ðàñïîëîæåííûå âäîëü îñè Oz . Æãóò ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé âåùåñòâî ñ çàäàííîé ïëîòíîñòüþ, êîòîðîå ïðîíèçàíî ìàãíèòíûì ïîëåì. Äëÿ ïðîñòîòû
âåëè÷èíó ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ÷èòàåì êîíñòàíòîé, à íàïðàâëåíèå ñîâïàäàþùèì ñ íàïðàâëåíèåì
îñè Oz (ñì ðèñ.1).

Â ñëåäñòâèè âíåøíèõ ôàêòîðîâ, íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöå öèëèíäðà ïðîèñõîäèò âðà-
ùåíèå ñ îäèíàêîâûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè, íî ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî íàïðàâëåíèþ. Äëÿ âñåõ
îñòàëüíûõ âåëè÷èí è ñêîðîñòè íà áîêîâîé ãðàíèöå çàäàíû óñëîâèÿ ñâîáîäíîãî âûòåêàíèÿ. Íà
ðèñ.2 ïðåäñòàâëåíî ìàãíèòíîå ïîëå ~B æãóòà, èçìåíåííîå ïîä äåéñòâèåì îïèñàííûõ âíåøíèõ
ñèë.

Ðèñ.1 Ìàãíèòíîå ïîëå ~B â ìîìåíò âðåìåíè t=0
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Ðèñ. 2.Ìàãíèòíîå ïîëå ~B â ìîìåíò âðåìåíè t=17
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ÊÎÐÎÒÊÈÅ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÐÀÇËÎÆÅÍÈß ÄËß
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ Ñ ÏËÎÒÍÎÑÒßÌÈ

c© 2005 ã. À. À. Ìèõàéëîâà

1. Ââåäåíèå. Äàííàÿ ðàáîòà ïîcâÿùåíà îöåíêå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ðàçëîæåíèè Ýäæâîðòà
äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóìì àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ðàññìàòðè-
âàþòñÿ êîðîòêèå àñèìïòîòè÷åñêè ðàçëîæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííûõ
(ò.å. èìåþùèõ íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è åäèíè÷íóþ äèñïåðñèþ) ñóìì íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû îñíîâàí íà ðàáîòå [1], ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé îäèíà-
êîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, è îáîáùàåò åãî íà ñëó÷àé, êîãäà ñðåäè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí âûäåëåíû áëîêè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñ.â.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àâòîð ñòàòüè [1], ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2 îïèðàåòñÿ íà òåî-
ðåìó, äîêàçàííóþ â ñòàòüå [2], îøèáî÷íî ïîëàãàÿ, ÷òî îíà äîêàçàíà äëÿ âñåõ ñ.â. èìåþùèõ
êîíå÷íóþ ïîëíóþ âàðèàöèþ. Íà ñàìîì äåëå â ñòàòüå [2] ýòà òåîðåìà äîêàçàíà òîëüêî äëÿ ñ.â.
ñ îäíîâåðøèííûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Òåì íå ìåíåå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 îñòàåòñÿ âåðíûì,
ïîñêîëüêó â ðàáîòå [3] äîêàçàíà òåîðåìà, â òî÷íîñòè ïîâòîðÿþùàÿ ðåçóëüòàò ñòàòüè [2] óæå
äëÿ êëàññà ñ.â. èìåþùèõ êîíå÷íóþ ïîëíóþ âàðèàöèþ.

2. Îáîçíà÷åíèÿ è îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Ïóñòü åñòü n íåçàâèñèìûõ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñðåäè êîòîðûõ âûäåëåííî äâà áëîêà îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
ñ.â. X1 . . . Xm è Y1 . . . Yk , m+k = n . Áóäåì ñ÷èòàòü. ÷òî ýòè ñ.â. èìåþò êîíå÷íûå ìîìåíòû äî
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî - αX

i , αY
i , i = 1 . . . 4 , ïðè÷åì αX

1 = αY
1 = 0 , αX

2 = αY
2 = 1 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fX (x) , fY (x) è ψX (t) , ψY (t) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèå ôóíêöèè ñ.â. Xj è Yj ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü òàêæå ïîëíûå âàðèàöèè fX (x) , fY (x)
êîíå÷íû è ðàâíû MX è MY ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(x) , è φ (x) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîãî íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, à ÷åðåç Fn (x) - ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîé ñóììû
ñ.â.X1 . . . Xm , Y1 . . . Yk :

Fn (x) = P

(
X1 + · · ·+ Xm + Y1 + · · ·+ Yk√

n
≤ x

)
.

Êîðîòêîå ðàçëîæåíèå Ýäæâîðòà äëÿ Fn (x) èìååò âèä:

Fn (x) = Φ (x) +

(
mαX

3 + kαY
3

)

6n3/2

(
1− x2

)
φ (x) + Rn (x) .

Òåîðåìà 1. Â óêàçàííûõ óñëîâèÿ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

π

2
|Rn (x)| ≤ 2

(
mαX

4 cX + kαY
4 cY

)

[n− 2 (mcX + kcY )]2
+

(
mαX

3 + kαY
3

)2

9n3

+min
[
3M2

α2
4

Ln
0

n
,
(Mα−1

4 )n

n

]

+
e−α2

4n/2

n
+

√
2π

∣∣mαX
3 + kαY

3

∣∣
4α2

4n
5/2

,

ãäå α4 = min
[
1/

√
αX

4 , 1/
√

αY
4

]
,

cX = cX

(
αX

4

)
= αX

4 log
(

2αX
4

2αX
4 − 1

)
− 11

24
, cY = cY

(
αY

4

)
= αY

4 log
(

2αY
4

2αY
4 − 1

)
− 11

24
,
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M = max [MX , MY ] , p = max
[
p ∈ N : p ≤ 3M2

α2
4

]
, L0 =

(√
3

p + 1
M

α4

)1/p

< 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðèâåäåíî â ñëåäóþùåì ïóíêòå.
3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè Rn âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì, ïðèìåíåííûì â ðàáîòå [1]. Çàïèøåì

Rn (x) = Fn (x)−Gn (x) ,

ãäå
Gn (x) = Φ (x) +

α3

6n3/2

(
1− x2

)
φ (x) , α3 = mαX

3 + kαY
3 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç gn (t) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëüòüåñà ôóíêöèè Gn (x) :

gn (t) =
∫ ∞

−∞
eitxdGn (x) = e−t2/2

(
1− i

α3

6n3/2
t3

)
.

Â ñîîòâåòñâèè ñ ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ, äëÿ ∀x, y ∈ R :

Rn (x)−Rn (y) =
1
2π

∫ ∞

−∞

e−itx − e−ity

it

[
ψm

X

(
t√
n

)
ψk

Y

(
t√
n

)
− gn (t)

]
dt.

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

|Rn (x)| ≤ sup
y
|Rn (x)−Rn (y)|

≤ 2
π

∫ ∞

0
t−1

∣∣∣∣ψm
X

(
t√
n

)
ψk

Y

(
t√
n

)
− gn (t)

∣∣∣∣ dt

≤ 2
π

∫ ∞

0
t−1

∣∣∣ψm
X (t) ψk

Y (t)− gn

(
t
√

n
)∣∣∣ dt

≤ 2
π

(In,1 + In,2 + In,3) ,

ãäå
In,1 =

∫ α4

0
t−1

∣∣∣ψm
X (t) ψk

Y (t)− gn

(
t
√

n
)∣∣∣ dt,

In,2 =
∫ ∞

α4

t−1
∣∣∣ψm

X (t) ψk
Y (t)

∣∣∣ dt,

In,3 =
∫ ∞

α4

t−1
∣∣gn

(
t
√

n
)∣∣ dt

è α4 = min
[
1/

√
αX

4 , 1/
√

αY
4

]
.

Îöåíêè äëÿ In,1 , In,2 , In,3 ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå â âèäå ëåìì . Èç ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà è ëåìì 3, 4, 5 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ¤

4. Ëåììû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê In,1 , In,2 , In,3 íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâå âñïîìîãàòåëüíûå
ëåììû, äîêàçàííûå â ðàáîòå [1].

Ëåììà 1. Ïóñòü ψ (t) - õ.ô. íåêîòîðîé ñ.â., òàêîé ÷òî åå ìîìåíòû α1 = 0, α2 = 1 , α3, è α4

- êîíå÷íû. Òîãäà äëÿ ψ (t) â îáëàñòè 0 ≤ t ≤ α
−1/2
4 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

ψ (t) = exp

(
− t2

2
− i

α3

6
t3 + Aα4t

4

)
,
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ãäå |A| ≤ c (α4) = α4 log (2α4/ (2α4 − 1))− 11/24 .
Ëåììà 2.Ïóñòü f (x) - ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñ.â., ïðè÷åì åå ïîëíàÿ âà-

ðèàöèÿ M - êîíå÷íà. Òîãäà, åñëè M∗ - ïîëíàÿ âàðèàöèÿ f∗n (x) , âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

M∗ ≤
√

3
n + 1

M.

Ëåììà 3.Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

In,1 ≤
2

(
mαX

4 cX + kαY
4 cY

)

[−n + 2 (mcX + kcY )]2
+

(
mαX

3 + kαY
3

)2

9n3
,

ãäå cX è cY îïðåäåëåíû â òåîðåìå 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1 In,1 ïðåäñòàâèì â âèäå:

In,1 =
∫ α4

0
t−1

∣∣∣ψm
X (t) ψk

Y (t)− gn

(
t
√

n
)∣∣∣ dt

=
∫ α4

0
t−1

∣∣∣∣e(−t2/2−iαX
3 t3/6+AXαX

4 t4)me(−t2/2−iαY
3 t3/6+AY αY

4 t4)k − e−t2n/2

(
1− i

α3t
3

6

)∣∣∣∣ dt

=
∫ α4

0
t−1e−t2n/2

∣∣∣∣e(−iα3t3/6+(mAXαX
4 +kAY αY

4 )t4) − 1 + i
α3t

3

6

∣∣∣∣ dt.

Çäåñü
|AX | ≤ cX = cX

(
αX

4

)
= αX

4 log
(

2αX
4

2αX
4 − 1

)
− 11

24
,

|AY | ≤ cY = cY

(
αY

4

)
= αY

4 log
(

2αY
4

2αY
4 − 1

)
− 11

24
.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà
∣∣ex+iy − 1

∣∣ ≤ |x + iy| e|x+iy|,
∣∣eiy − 1− iy

∣∣ ≤ y2/2 , âåðíûå äëÿ
∀x, y ∈ R , ïîëó÷èì:

In,1 ≤
∫ α4

0
t−1e−t2n/2

∣∣∣e(mAXαX
4 +kAY αY

4 )t4 − 1
∣∣∣ dt +

∫ α4

0
t−1e−t2n/2

∣∣∣∣e−iα3t3/6 − 1 + i
α3t

3

6

∣∣∣∣ dt

≤ (
mαX

4 cX + kαY
4 cY

) ∫ α4

0
t3e−t2n/2+(mcX+kcY )t2dt +

1
2

(α3

6

)2
∫ α4

0
t5e−t2n/2dt

≤ 2
(
mαX

4 cX + kαY
4 cY

)

[−n + 2 (mcX + kcY )]2
+

(
mαX

3 + kαY
3

)2

9n3
. ¤

Ëåììà 4.Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

In,2 ≤ min
[
3M2

α2
4

Ln
0

n
,
(Mα−1

4 )n

n

]
,

ãäå M = max [MX , MY ] , L0 = const < 1 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f (x) - ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñ.â., ψ (t) åå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, à M < ∞ - ïîëíàÿ âàðèàöèÿ f (x) . Òîãäà:

|ψ (t)| =
∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
eitxf (x) dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−

1
it

∫ ∞

−∞
eitxdf (x)

∣∣∣∣ ≤
M

|t| (1)

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü

M = max [MX , MY ] ,

p = max
[
p ∈ N : p ≤ 3M2

α2
4

]
,

L ≡
√

3
p + 1

M

α4
< 1.

Åñëè âûïîëíåííî óñëîâèå Mα−1
4 ≤ 1 , òîãäà, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (1), îöåíèì In,2 ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

In,2 =
∫ ∞

α4

t−1
∣∣∣ψm

X (t) ψk
Y (t)

∣∣∣ dt ≤
∫ ∞

α4

t−1 Mm
X Mk

X

tn
dt

=
Mm

X Mk
X

αn
4n

≤ (Mα−1
4 )n

n
.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñ ó÷åòîì ëåììû 2, ïîëó÷èì:

In,2 =
∫ ∞

α4

t−1
∣∣∣ψm

X (t) ψk
Y (t)

∣∣∣ dt =
∫ ∞

α4

t−1
∣∣ψp

X (t)
∣∣m/p ∣∣ψp

Y (t)
∣∣k/p

dt

≤
(
Mm

X Mk
Y

)1/p
(√

3
p + 1

)n/p ∫ ∞

α4

t−1−n/pdt

≤ p

n

(
M

α4

)n/p (√
3

p + 1

)n/p

≤ 3M2

α2
4

Ln
0

n
,

ãäå L0 = L1/p < 1. ¤
Ëåììà 5.Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

In,3 ≤ e−α2
4n/2

n
+

√
2π

∣∣mαX
3 + kαY

3

∣∣
4α2

4n
5/2

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îöåíêè In,3 âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèÿìè:

In,3 =
∫ ∞

α4

t−1
∣∣gn

(
t
√

n
)∣∣ dt =

∫ ∞

α4

t−1e−t2n/2

∣∣∣∣1−
iα3t

3

6

∣∣∣∣ dt ≤
∫ ∞

α4

t−1e−t2n/2

(
1 +

|α3| t3
6

)
dt

≤ e−α2
4n/2

n
+

√
2π

∣∣mαX
3 + kαY

3

∣∣
4α2

4n
5/2

. ¤

5. Îáîáùåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ s ≤ n áëîêîâ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
c.â. (ïðè ýòîì s íå çàâèñèò îò n ), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó Rn (áóäåì èñïîëüçîâàòü
àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ):
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π

2
|Rn (x)| ≤ 2

∑s
j=1 mj cj αj

4[
−n + 2

∑s
j=1 mjcj

]2 +

(∑s
j=1 mjα

j
3

)2

9n3

+min
[
3M2

α2
4

Ln
0

n
,
(Mα−1

4 )n

n

]

+
e−α2

4n/2

n
+

√
2π

∣∣∣∑s
j=1 mjα

j
3

∣∣∣
4α2

4n
5/2

,

α4 = min
j

[
1/

√
αj

4

]
, cj

(
αj

4

)
= αj

4 log

(
2αj

4

2αj
4 − 1

)
− 11

24
,

M = max
j

[Mj ] , p = max
[
p ∈ N : p ≤ 3M2

α2
4

]
, L0 =

(√
3

p + 1
M

α4

)1/p

< 1, j = 1 . . . p.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðîâåäåííîìó äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ áëîêîâ.
6. Ïðèìåðû. Ïóñòü Xj èìåþò äâóñòîðîííåå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-

ðîì λ =
√

2 , òîãäà αX
1 = 0 , αX

2 = 1 , αX
3 = 0 , αX

4 = 3 , MX =
√

2 ; à Yj èìåþò ðàâíîìåð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå

[−√3; −√3
]
, òîãäà αY

1 = 0 , αY
2 = 1 , αY

3 = 0 , αY
4 = 12/5 ,

MY = 1/
√

3 .
Äàëåå ïðåäñòàâëåíû âåðõíèå îöåíêè äëÿ |Rn| , âûòåêàþùèå èç òåîðåìû 1:

Òàáëèöà 2. Âåðõíèå îöåíêè äëÿ |Rn| ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèõ m, k è n

n k m |Rn|
20 15 5 0,118697452
35 25 10 0,066872946
50 35 15 0,046750285
65 45 20 0,035952353
80 55 25 0,029207626
95 65 30 0,024593863
110 75 35 0,021238881
125 85 40 0,018689364
140 95 45 0,016686334
155 105 50 0,015071092
170 115 55 0,013740962
185 125 60 0,012626578
200 135 65 0,011679386
215 145 70 0,010864387
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ÃÀÐÀÍÒÈÐÎÂÀÍÍÎÅ ÏÎ ÈÑÕÎÄÀÌ È ÐÈÑÊÀÌ
ÐÅØÅÍÈÅ ÎÄÍÎÉ ÄÂÓÕÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ

ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÇÀÄÀ×È
c© 2005 ã. Ê. Ñ. Ñîðîêèí

Ââåäåíèå. Íîâûå òåíäåíöèè â ýêîíîìèêå ïîòðåáîâàëè, ÷òîáû â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ
ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè ó÷èòûâàëèñü, âî-ïåðâûõ ìíîãîêðèòåðèàëüíûé "õàðàêòåð" çàäà÷è,
âî-âòîðûõ, íàëè÷èå â ñèñòåìå íåîïðåäåëåííîãî ôàêòîðà è, íàêîíåö, â òðåòüèõ, òðåáîâàíèå
îïòèìàëüíîãî ñî÷åòàíèÿ èñõîäîâ (çíà÷åíèé êðèòåðèåâ) è ðèñêîâ ïî âñåì êðèòåðèÿì. Òàêèå
çàäà÷è (áåç ó÷åòîâ ðèñêîâ) âïåðâûå èññëåäîâàëèñü â [1, 2] ñ ïîçèöèè ïðèíöèïà ìàêñèìèí-
íîé ïîëåçíîñòè [3]. Îäíàêî óêàçàííûé ïîäõîä ðàññ÷èòàí íà "êàòàñòðîôó" è ïîýòîìó îáû÷íî
ïðèâîäèò ê "çàíèæåííûì" ãàðàíòèÿì; êðîìå òîãî, îí íå ó÷èòûâàåò ðèñêè. Èçáåæàòü ýòèõ
íåäîñòàòêîâ ïîçâîëÿåò ïðèìåíåíèå ïîäõîäÿùåé ìîäèôèêàöèè ïðèíöèïà ìèíèìàêñíîãî ñîæà-
ëåíèÿ [4]. Â äàííîé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû "Maple"∗ äëÿ êîíêðåòíîé äâóõêðèòåðèàëüíîé
çàäà÷è ñ ëèíåéíîé äèíàìèêîé è ïðè íåîïðåäåëåííîñòè ïîñòðîåí ÿâíûé âèä ôóíêöèé ðèñêà,
çàòåì, â ðàçäåëàõ 3-5 íàéäåíû êîìïîíåíòû ãàðàíòèðîâàííîãî ïî èñõîäàì è ðèñêàì ðåøåíèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì êîíêðåòíóþ äâóõêðèòåðèàëüíóþ äèíàìè÷åñêóþ ëè-
íåéíî-êâàäðàòè÷íóþ çàäà÷ó ïðè íåîïðåäåëåííîñòè

〈Σ,U ,Z, {Ji(U,Z, t0, x0)}i=1,2〉. (1)

Â (1) óïðàâëÿåìàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà Σ îïèñûâàåñòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ẋ = x + u + z, x(t0) = x0, (2)

ãäå ñêàëÿðíûå x - ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ, u - óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ËÏÐ (ëèöà, ïðèíè-
ìàþùåãî ðåøåíèå), z - íåîïðåäåëåííûé ôàêòîð; ôèêñèðîâàííû ìîìåíò ϑ = 1 îêîí÷àíèÿ
ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ è íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ (t0, x0), 0 ≤ t0 < ϑ .

Â (1) è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ äâà êëàññà ñòðàòåãèé è íåîïðåäåëåííîñòåé.
Â ïåðâîì ïðè ïîñòðîåíèè ãàðàíòèðîâàííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïðèìåíÿåòñÿ ìíîæåñòâî

Z ïîçèöèîííûõ íåîïðåäåëåííîñòåé Z :

Z = {Z÷ z(t, x)|z(t, x) = Q(t)x + q(t) ∀Q(·), q(·) ∈ C[0, ϑ]}, (3)

è ìíîæåñòâî U ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé U :

U = {U÷ u(t, x)|u(t, x) = P (t)x + p(t) ∀P (·), p(·) ∈ C[0, ϑ]}. (4)

Âî âòîðîì, ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè ðèñêà èñïîëüçóåòñÿ ìíîæåñòâî Zt ïðîãðàììíûõ íåîïðå-
äåëåííîñòåé Zt :

Zt = {Zt ÷ z[t]|ż[t] = −z[t] + cos(t) ∀z[t0] ∈ R}, (5)
è ìíîæåñòâî Uz ïîçèöèîííûõ êîíòðñòðàòåãèé Uz :

Uz = {Uz ÷ u(t, x, z[t])|u(t, x, z[t]) = P (t)x + p(t)}. (6)

Â (3), (4), (6) ìîãóò ïðèìåíÿòñÿ ëþáûå ñêàëÿðíûå íåïðåðûâíûå íà [0, 1] ôóíêöèè P (t) ,
Q(t) , p(t) , q(t) - çà ñ÷åò ýòîãî è ïîëó÷àþòñÿ ïðèâåäåííûå âûøå ìíîæåñòâà; â (5) ìíîæåñòâî
Zt îáðàçóåòñÿ çà ñ÷åò âcåâîçìîæíûõ ñêàëÿðíûõ âåëè÷èí z[t0] ∈ R . Îòìåòèì, ÷òî â çàäà÷å
ïðîãíîçèðîâàíèÿ (èëè ïëàíèðîâàíèÿ) íåîïðåäåëåííîñòüþ ìîæåò ÿâëÿòüñÿ öåíà âûïóñêàåìîé

∗Waterloo Maple, Maple 8.00
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ïðîäóêöèè z[t] íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòîêå âðåìåíè [t0, ϑ] . Â ýòîì ñëó÷àå äèôôðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå ż = −z++b(t), z[t0] ∈ R îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü Ýâàíñà óñòàíîâëåíèÿ
ðàâíîâåñíîé öåíû [6, c. 58-59], à z[t0] ó÷èòûâàåò âîçìîæíûå ñêà÷êè öåí íà ðûíêå ñáûòà äî
ìîìåíòà âðåìåíè t0 . Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî â (6) èñïîëüçóåòñÿ z[t] òàêîå, ÷òî äëÿ Zt ÷ z[t]
èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Zt ∈ Z .

Ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ â çàäà÷å (1) ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. ËÏÐ âûáèðàåò
êîíêðåòíóþ ñòðàòåãèþ U÷u(t, x) = P (t)x++p(t), U ∈ U . Íåçàâèñèìî îò åãî äåéñòâèé â çàäà÷å
(1) ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðàÿ êîíêðåòíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü Z ∈ Z , Z ÷ z(t, x) = Q(t)x + +q(t) .
Çàòåì íàõîäèòñÿ ðåøåíèå x(t), t ∈ [t0, 1] óðàâíåíèÿ

ẋ = x + u(t, x) + z(t, x) = [1 + P (t) + Q(t)]x + [p(t) + q(t)], x(t0) = x0, (7)

è ñ ïîìîùüþ íàéäåííîãî x(t) ôîðìèðóþòñÿ ðåàëèçàöèè u[t] = P (t)x(t) + +p(t) âûáðàííîé
ËÏÐ ñòðàòåãèè è z[t] = Q(t)x(t) + q(t) - ïîÿâèâøåéñÿ â ñèñòåìå íåçàâèñèìî îò åãî äåéñòâèé
íåîïðåäåëåííîñòè. Íàêîíåö, íà âñåõ âîçìîæíûõ òðîéêàõ (x(t), u[t], z[t]|t ∈ [0, 1]) îïðåäåëåíû
äâà êðèòåðèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå êà÷åñòâî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû Σ :

J1(U, Z, t0, x0) = −x2(1) +
∫ 1

t0

{−2u2[t] + z2[t] + 2u[t]z[t]}dt,

J2(U, Z, t0, x0) = −x2(1) +
∫ 1

t0

{−u2[t] + 2z2[t] + 2u[t]x(t)}dt. (8)

Íà "ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå" çàäà÷åé ËÏÐ ÿâëÿåòñÿ âûáîð òàêîé ñòðàòåãèè U ∈ U ,
ïðè êîòîðîé îáà êðèòåðèÿ ïðèíèìàëè áû âîçìîæíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ, à èõ ôóíêöèè ðèñêà
(îïðåäåëåíû íèæå) - âîçìîæíî ìåíüøèå. Ïðè ýòîì ËÏÐ âûíóæäåí ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü
ðåàëèçàöèè ëþáîé íåîïðåäåëåííîñòè Z ∈ Z .

Ïðîöåäóðà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ â çàäà÷å (1), ãäå U çàìåíåíî íà Uz , à Z - íà Zt , ïðîèñõîäèò
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Îòëè÷èå ëèøü â òîì, ÷òî ËÏÐ âûáèðàåò êîíêðåòíóþ êîíòðñòðàòåãèþ
Uz ∈ Uz , îäíîâðåìåííî ðåàëèçóåòñÿ ïðîãðàììíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü (Zt ÷ z[t], u(t, x(t), z[t]) =
P (t)x + p(t) ) è òîãäà ñèñòåìà (7) ïðåîáðàçóåòñÿ â

ẋ = x + u(t, x, z[t]) + z[t] = [1 + P (t)]x + p(t) + z[t], x(t0) = x0. (9)

Ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ x(t), t ∈ [t0, 1] , óðàâíåíèÿ (9) ôîðìèðóþòñÿ ðåàëèçàöèè u[t] =
u(t, x(t) , z[t]) = P (t)x(t) + p(t) è íà âñåâîçìîæíûõ òðîéêàõ (x(t), u[t], z[t]|t ∈ [t0, 1]) çàäàíû
ôóíêöèîíàëû (8).

2. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ðèñêà. Äëÿ êàæäîãî i = 1, 2 ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ
îäíîêðèòåðèàëüíóþ äèíàìè÷åñêóþ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íóþ çàäà÷ó ïðè íåîïðåäåëåííîñòè:

〈Σ,Uz,Zt, Ji(Uz, Zt, t0, x0)〉, (10)

ãäå Σ òà æå, ÷òî è â (1), ìíîæåñòâà Uz è Zt - îïðåäåëåíû â (6) è (5) ñîîòâåòñòâåííî, êðèòåðèè
Ji(Uz, Zt , t0, x0) , (i = 1, 2) çàäàíû â (8).

Ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèé ðèñêà ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùóþ âñïîìîãà-
òåëüíóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó:

íàéòè êîíòðñòðàòåãèþ U(i)
z ∈ Uz , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ,

max
U∈U

Ji(Uz, Zt, t0, x0) = Ji(U(i)
z , Zt, t0, x0) = Ji[Zt, t0, x0] (11)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2), ëþáûõ Zt ∈ ZT è âñåõ íà÷àëüíûõ ïîçèöèÿõ (t0, x0) ∈ [0, 1)× R1 .
Çàòåì, ñëåäóÿ èäåÿì ïðèíöèïà ìèíèìàêñíîãî ñîæàëåíèÿ Ñåâèäæà [4], ôóíêöèÿ

ðèñêà Φi(U, Z, t0, x0) ïî i -ìó êðèòåðèþ Ji îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

Φi(U, Z, t0, x0) = Ji[Z, t0, x0]− Ji(U, Z, t0, x0) (12)
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Îíà ÷èñëåííî îöåíèâàåò ðèñê (ñîæàëåíèå) ËÏÐ â òîì, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè íåîïðåäåëåí-
íîñòè Zt ∈ Zt îí (èñõîäÿ èç íàëè÷èÿ íå îäíîãî, à äâóõ ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ) âûáèðàåò è
èñïîëüçóåò ñòðàòåãèþ U , à íå "ñàìóþ õîðîøóþ äëÿ íåãî" êîíòðñòðàòåãèþ U(i)

z , óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ óñëîâèþ (11).

Ïðè íàõîæäåíèè U
(i)
z èç (11) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñëå-

äóþùåé ôîðìóëèðîâêå.
Ââåäåì ôóíêöèè

W1(t, x, u, z, V1) =
∂V1

∂t
+

∂V1

∂x
(x + u + z) +

∂V1

∂z
[−z + cos(t)]− 2u2 + z2 + 2uz,

W2(t, x, u, z, V2) =
∂V2

∂t
+

∂V2

∂x
(x + u + z) +

∂V2

∂z
[−z + cos(t)]− u2 + 2z2 + 2ux. (13)

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî i = 1, 2 óäàëîñü íàéòè
a) ôóíêöèþ u(i)(t, x, z, Vi) ,
b) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèèðóåìóþ ôóíêöèþ Vi(t, x, z),

òàêèå, ÷òî
10 ) ïðè âñåõ (x, z) ∈ R2

Vi(1, x, z) = −x2; (14)
20 ) äëÿ ëþáûõ (t, x, z, Vi) ∈ [0, 1]× R3

max
u

Wi(t, x, u, z, Vi) = Wi(t, x, u(i)(t, x, z, Vi), z, Vi); (15)

30 ) Ïðè êàæäûõ (t, x, z) ∈ [0, 1]× R2

Wi(t, x, u(i)(t, x, z, Vi(t, x, z)), z, Vi(t, x, z)) = 0, (i = 1, 2) (16)

40 ) ôóíêöèÿ u(i)(t, x, z, Vi(t, x, z)) = u(i)[t, x, z] òàêîâà, ÷òî êîíòðñòðàòåãèÿ U(i)
z ÷

u(i)[t, x, z] ïðèíàäëåæèò Uz .
Òîãäà êîíòðñòðàòåãèÿ U(i)

z óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó ðàâåíñòâó èç (11) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
(2) è ëþáûõ Zt ∈ Zt , (t0, x0) ∈ [0, 1)×R .

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íàéäåì ÿâíûé âèä êîíòðñòðàòåãèè U
(i)
z . Ñ ó÷åòîì

(13), äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
u(i)(t, x, z, Vi) â (15) ïðèìóò âèä:

∂Wi

∂u
|u(i)(t,x,z,Vi)

= 0;
∂2Wi

∂u2
|u(i)(t,x,z,Vi)

< 0 (i = 1, 2). (17)

Íåðàâåíñòâà èç (17) èìåþò ìåñòî, à èç ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì

u(1)(t, x, z, V1) =
1
4

∂V1

∂x
+

1
2
z; u(2)(t, x, z, V2) =

1
2

∂V2

∂x
+ x. (18)

Èùåì òåïåðü ðåøåíèå Vi(t, x, z) óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (16) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì
(14) â âèäå

Vi(t, x, z) = Θi(t)x2 + 2Ξi(t)xz + Xi(t)z2 + ξi(t)x + 2ηi(t)z + ωi(t) (i = 1, 2). (19)

Ïîäñòàâëÿÿ (19), (18) â (16), (14) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè x2, z2, xz, x, z è ñâîáîäíûå
÷ëåíû, ïîëó÷àåì, ÷òî (16), (14) èìåþò ìåñòî, åñëè Θi(t), Ξi(t),Xi(t), ξi(t), 2ηi(t), ωi(t) ÿâÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè äâóõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
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



Θ̇1 + 2Θ1 + 1
2Θ2

1 = 0, Θ1(1) = −1;
Ξ̇1 + 1

2Θ1Ξ1 + 3
2Θ1 = 0, Ξ1(1) = 0;

Ẋ1 − 2X1 + 2Ξ1 + 1
2(Ξ1 + 1)2 + 1 = 0, X1(1) = 0;

ξ̇1 + (1 + 1
2Θ1)ξ1 + Ξ1 cos t = 0, ξ1(1) = 0;

η̇1 − η1 + X1 cos t + 1
2(Ξ1 + 3)ξ1 = 0, η1(1) = 0;

ω̇1 − η1 cos t + 1
2ξ2

1 = 0, ω1(1) = 0;

(20)





Θ̇2 + 2Θ2 + (Θ2 + 1)2 = 0, Θ2(1) = −1;
Ξ̇2 + (1 + Θ2)Ξ2 + Θ2 = 0, Ξ2(1) = 0;
Ẋ2 − 2X2 + 2Ξ2 + Ξ2

2 + 2 = 0, X2(1) = 0;
ξ̇2 + (2 + Θ2)ξ2 + Ξ2 cos t = 0, ξ2(1) = 0;
η̇2 − η2 + X2 cos t + (Ξ2 + 1)ξ2 = 0, η2(1) = 0;
ω̇2 − 2η2 cos t + ξ2

2 = 0, ω2(1) = 0;

(21)

Ïåðâûå óðàâíåíèÿ â ïðèâåäåííûõ âûøå ñèñòåìàõ (20) è (21) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ òèïà Ðèêêàòè. Íàéäÿ èõ ðåøåíèÿ Θi(t) , t ∈ [0, 1] è ïîäñòàâèâ
Θi = Θi(t) (i = 1, 2) , âî âòîðîå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå ýòèõ ñèñòåì, ïðèõîäèì ê ëèíåéíûì
íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî Ξi, ξi (i = 1, 2) .
Ðåøåíèÿ Ξi(t), ξi(t) (i = 1, 2) òàêèõ ñèñòåì ñóùåñòâóþò, åäèíñòâåííû, íåïðåðûâíû è ïðîäîë-
æèìû íà èíòåðâàë [t0, 1] [8, c.29]. Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ Θi(t),Ξi(t), ξi(t), (i = 1, 2) â (19), (18),
ïîëó÷àåì êîíòðñòðàòåãèè

U(1)
z ÷ u(1)[t, x, z] = u(1)(t, x, z, V1(t, x, z)) =

1
2
[Θ1(t)x + (Ξ1(t) + 1)z + ξ1(t)], (22)

U(2)
z ÷ u(2)[t, x, z] = u(2)(t, x, z, V2(t, x, z)) = [Θ2(t) + 1]x + Ξ2(t)z + ξ2(t)]. (23)

Î÷åâèäíî âêëþ÷åíèå U(i)
z ∈ Uz, (i = 1, 2) . Ïî óòâåðæäåíèþ 1 îïðåäåëåííûå â (22) è (23)

êîíòðñòðàòåãèè ðåøàþò çàäà÷ó (11). Äàëåå ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòè îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ
äàííîé ñèñòåìû îò âðåìåíè t ∈ [0, 1] è îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ z[t0] = z0 ∈ [−1, 1] , ñ÷èòàÿ
ïðè ýòîì x(t0) = 0, t0 = 0 .

Ðèñ. 1. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ z(t, z0) óðàâíåíèÿ ż = −z+cos t îò t è z0 , ãäå 0 ≤ t ≤ 1; −1 ≤
z0 ≤ +1.
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Ðèñ. 2. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ x(1)(t, z0) óðàâíåíèÿ ẋ = x+u(1)[t, x, z[t]]+z[t] = [1+ 1
2Θ1(t)]x+

1
2 [3 + Ξ1(t)]z[t] + 1

2ξ1(t), x(1)(0, z0) = 0 îò t è z0 , çäåñü z[t] = z(t, z0) âçÿòî èç ðèñ. 1.

Ðèñ. 3. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ x(2)(t, z0) óðàâíåíèÿ ẋ = x + u(2)[t, x, z[t]] + z[t] = [2 + Θ2(t)]x+
[1 + Ξ2(t)]z[t] + ξ2(t), x(2)(0, z0) = 0 , îò t è z0 , çäåñü z[t] = z(t, z0) âçÿòî èç ðèñ. 1.

Ðèñ. 4. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðåàëèçàöèè êîíòðñòðàòåãèè u(1)[t, x(1)(t, z0), z[t, z0]] = u(1)(t, z0) èç (22)
îò t è z0 , çäåñü z(t, z0) âçÿòî èç ðèñ. 1, à x(1)(t, z0) - èç ðèñ. 2.
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Ðèñ. 5. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðåàëèçàöèè êîíòðñòðàòåãèè u(2)[t, x(2)(t, z0), z[t, z0]] = u(2)(t, z0) èç (23)
îò t è z0 , çäåñü z(t, z0) âçÿòî èç ðèñ. 1, à x(2)(t, z0) - èç ðèñ. 3.

Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííûõ â (22), (23) êîíòðñòðàòåãèé U
(i)
z (i = 1, 2) íàéäåì, ñîãëàñíî (12),

(11) è (8), ôóíêöèè ðèñêà ïî êàæäîìó êðèòåðèþ, ãäå t0 = 0, x(t0) = 0 :

Φ1(U, Z, t0, x0) =
∫ 1

0
{−1

2
Θ2

1(t)x
2(t)−Θ1(t)Ξ1(t)x(t)z(t) +

1
2
[1− Ξ1(t)2]∗

∗ z2[t]−Θ1(t)ξ1(t)x(t)− Ξ1(t)ξ1(t)z[t]− 1
2
ξ2
1(t) + 2u2[t]− 2u[t]z[t]}dt,

Φ2(U,Z, t0, x0) =
∫ 1

0
{[1−Θ2

2(t)]x
2(t)− 2Θ2(t)Ξ2(t)x(t)z(t)− Ξ2(t)2z2[t]−

− 2Θ2(t)ξ2(t)x(t)− 2Ξ2(t)ξ2(t)z[t]− ξ2
2(t) + u2[t]− u[t]x(t)}dt (24)

3. Ôîðìàëèçàöèÿ ãàðàíòèðîâàííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãàðàíòèðî-
âàííîãî ïî èñõîäàì è ðèñêàì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ 4-õ êðèòåðèàëüíóþ
äèíàìè÷åñêóþ çàäà÷ó, äîáàâèâ ê èìåþùèìñÿ â (1) äâóì êðèòåðèÿ åùå äâà - ôóíêöèè ðèñêà
(24) ñî çíàêàìè "ìèíóñ":

〈Σ,U ,Z, {Ji(U, Z, t0, x0),−Φi(U, Z, t0, x0)}〉 = 〈Σ,U ,Z, {Ij(U, Z, t0, x0)}j=1,...,4〉, (25)

ãäå 〈Σ,U ,Z〉 òå æå, ÷òî â çàäà÷å (1), à Φ îïðåäåëåíî â (24); â (25) îáîçíà÷åíî Ii = Ji, I2+i =
−Φi i = (1, 2) .

Îïðåäåëåíèå. Íàáîð (U∗, J∗1 , J∗2 , Φ∗1, Φ
∗
2) ∈ U × R4 íàçîâåì ãàðàíòèðîâàííûì ïî èñõîäàì

è ðèñêàì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), åñëè ñóùåñòâóåò íåîïðåäåëåííîñòü Z∗ ∈ Z òàêàÿ, ÷òî äëÿ J∗i
è Φ∗i âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

J∗i = Ji(U∗,Z∗, 0, 0), Φ∗i = Φi(U∗, Z∗, 0, 0) (i = 1, 2), (26)

à òàêæå, ïðè ëþáûõ (t0, x0) ∈ [0, 1]× R
1) äëÿ âñåõ U ∈ U íåñîâìåñòíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

Ij(U, Z∗, t0, x0) ≥ Ij(U∗, Z∗, t0, x0) (j = 1, 2, 3, 4), (27)

èç êîòîðûõ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî ñòðîãîå;
2) ïðè êàæäîì Z ∈ Z íåñîâìåñòíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

Ij(U∗, Z, t0, x0) ≤ Ij(U∗, Z∗, t0, x0), (j = 1, 2, 3, 4), (28)

èç êîòîðûõ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî ñòðîãîå.
Òîãäà (J∗1 , J∗2 ) íàçîâåì ãàðàíòèðîâàííûì âåêòîðíûì èñõîäîì, (Φ∗1,Φ

∗
2) - ãàðàíòèðîâàííûì
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âåêòîðíûì ðèñêîì çàäà÷è (1) ñ íà÷àëüíîé ïîçèöèåé (t0, x0) , à ïàðó - (U∗,Z∗) ñåäëîâîé òî÷êîé
ïî Ïàðåòî çàäà÷è (25).

Çàìå÷àíèå 1. Âûïîëíåíèå òðåáîâàíèÿ 1) èç îïðåäåëåíèÿ â ï.3 îçíà÷àåò, ÷òî ñòðàòåãèÿ U∗
ìàêñèìàëüíà ïî Ïàðåòî â çàäà÷å (25), ãäå ôèêñèðîâàííà íåîïðåäåëåííîñòü Z = Z∗ , à óñëîâèå
2) - ìèíèìàëüíîñòü ïî Ïàðåòî íåîïðåäåëåííîñòè Z∗ â çàäà÷å (25), ãäå "çàìîðîæåííà" óæå
ñòðàòåãèÿ U = U∗ .

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ËÏÐ èñïîëüçóåò â (25) ñòðàòåãèþ U∗ (èç îïðåäåëåíèÿ â ï.3), òî,
ñîãëàñíî òðåáîâàíèþ 1), ïðè ëþáîé íåîïðåäåëåííîñòè Z ∈ Z ïîëó÷åííûå èñõîäû Ij(U∗ ,
Z, 0, 0) (j = 1, 2, 3, 4) íå ìîãóò ñòàòü ìåíüøå âåêòîðíîé ãàðàíòèè (J∗1 , J∗2 , −Φ∗1 , −Φ∗2) îä-
íîâðåìåííî ïî âñåì êîìïîíåíòàì. Â ýòîì "ãàðàíòèðóþùèé ñìûñë" ââåäåíîãî ðåøåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 3. Òàê êàê äëÿ ìíîæåñòâ Zt è Z , îïðåäåëåííûõ ñîîòâåòñòâåííî â (5) è (3),
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Zt ⊂ Z , òî èç íåñîâìåñòíîñòè (28) ïîëó÷àåì: ïðè ëþáûõ Zt ∈ Zt

íåñîâìåñòíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ
Ji(U∗, Zt, 0, 0) ≤ J∗i , Φi(U∗, Zt, 0, 0) ≥ Φ∗i (i = 1, 2), (29)

èç êîòîðûõ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî ñòðîãîå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãàðàíòèðîâàííûõ
âåêòîðíûõ èñõîäà è ðèñêà äîñòàòî÷íî íàéòè ñåäëîâóþ òî÷êó ïî Ïàðåòî (U∗, Z∗) çàäà÷è (25)
è îïðåäåëèòü óêàçàííûå âåêòîðíûå ãàðàíòèè ïî ôîðìóëàì (26).

4. Íàõîæäåíèå ñåäëîâîé òî÷êè ïî Ïàðåòî. Ïðè ïîñòðîåíèè ñåäëîâîé òî÷êè ïî Ïàðåòî
çàäà÷è (25) âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Ëåììà. Åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà αj > 0 (j = 1, 2, 3, 4) è ïàðà (U∗, Z∗) ∈ U ×Z òàêàÿ, ÷òî

max
U∈U

4∑

j=1

αjIj(U,Z∗, t0, x0) =
4∑

j=1

αjIj(U∗,Z∗, t0, x0) = max
Z∈Z

4∑

j=1

αjIj(U∗, Z, t0, x0) (30)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2) è ëþáûõ (t0, x0) ∈ [0, 1]×R , òî (U∗, Z∗) áóäåò ñåäëîâîé òî÷êîé ïî Ïàðåòî
çàäà÷è (25).

Äîêàçàòåëüñòâî íåïðñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç [6, c.71].
Çàìå÷àíèå 4. Ñîãëàñíî ëåììå íàõîæäåíèå ñåäëîâîé òî÷êè ïî Ïàðåòî çàäà÷è (25) ñâîäèò-

ñÿ ê ïîñòðîåíèþ ñåäëîâîé òî÷êè (U∗, Z∗) ôóíêöèîíàëà
∑4

j=1 αjIj(U, Z, t0, x0) (âûïîëíåíèþ
öåïî÷êè ðàâåíñòâ (30)).

Ïîëîæèâ â ëèíåéíîé ñâåðòêå, ôèãóðèðóþùåé â (30), ÷èñëà αj = 1
4 (j = 1, 2, 3, 4) , íàéäåì

ôóíêöèîíàë

I(U, Z, t0, x0) =
4∑

j=1

αjIj(U, Z, t0, x0) =
2∑

i=1

(αiJi(U, Z, t0, x0)− αi+2Φi(U, Z, t0, x0)) =

= Cx2(1) +
∫ 1

t0

{Du2[t] + 2Ku[t]z[t] + 2Nu[t]x[t] + G(t)x2(t) + 2M(t)z[t]x(t)+

+ L(t)z2(t) + 2g(t)x(t) + 2l(t)z[t] + r(t)}dt, (31)
ãäå

C = −1
2
, D = −3

2
, K =

1
2
, N =

1
2
, G(t) = −1

4
+

1
8
Θ2

1(t) +
1
4
Θ2

2(t),

M(t) =
1
8
Ξ1(t)Θ1(t) +

1
4
Ξ2(t)Θ2(t), L(t) =

5
8

+
1
8
Ξ2

1(t) +
1
4
Ξ2

2(t),

g(t) =
1
8
ξ1(t)Θ1(t) +

1
4
Θ2(t)ξ2(t), l(t) =

1
8
Ξ1(t)ξ1(t) +

1
4
Ξ2(t)ξ2(t),

r(t) =
1
8
ξ2
1(t) +

1
4
ξ2
2(t), (32)
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à Θi(t), Ξi(t), ξi(t) (i = 1, 2) ïîäñòàâëåííû èç (20), (21).
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì âàðèàíòîì ìåòîäà äèíàìè÷å-

ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Èìåííî, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (32), ââåäåì ôóíêöèþ

W (t, x, u, z, V ) =
∂V

∂t
+

∂V

∂x
(x + u + z)+

+ u[Du + 2Kz + 2Nx] + z[L(t)z + 2M(t)x + 2l(t)] + x[G(t)x + 2g(t)] + r(t). (33)

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü ñóùåñòâóþò
a) ôóíêöèè u(t, x, V ), z(t, x, V ) ,
b) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V (t, x)

òàêèå, ÷òî
10 ) ïðè âñåõ x ∈ R

V (1, x) = Cx2; (34)
20 ) äëÿ ëþáûõ (t, x, V ) ∈ [0, 1)× R2

max
u

W (t, x, u, z(t, x, V ), V ) = W (t, x, u(t, x, V ), z(t, x, V ), V ) =

= min
z

W (t, x, u(t, x, V ), z, V ); (35)

30 ) Ïðè êàæäûõ (t, x) ∈ [0, 1]× R
Wi(t, x, u(t, x, V (t, x)), z(t, x, V (t, x)), V (t, x)) = 0; (36)

40 ) ôóíêöèè u∗(t, x) = u(t, x, V (t, x)) , z∗(t, x) = z(t, x, V (t, x)) òàêîâû, ÷òî äëÿ U∗ ÷
u∗(t, x) , Z∗ ÷ z∗(t, x) âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ U∗ ∈ U , Z∗ ∈ Z .

Òîãäà ïàðà (U∗, Z∗) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé ïî Ïàðåòî â çàäà÷å (25).

Åùå ðàç óïîìÿíåì, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 2 óñòàíîâëåíà â [1, c. 115-116].
Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå. Òðåáîâàíèÿ (35) èìåþò ìåñòî, åñëè

∂W

∂u
|u(t,x,V ),z(t,x,V ) = 0,

∂W

∂z
|u(t,x,V ),z(t,x,V ) = 0;

∂2W

∂u2
|u(t,x,V ),z(t,x,V ) = 2D = −3 < 0,

∂2W

∂z2
|u(t,x,V ),z(t,x,V ) =

5
8

+
1
8
Ξ2

1(t) +
1
4
Ξ2

2(t) > 0. (37)

Èç ðàâåíñòâ (37) ïîëó÷àåì ñèñòåìó äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî u(t, x, V ), z(t, x, V ) , ðåøàÿ êîòîðóþ íàõîäèì

z(t, x, V ) = −(16∂V
∂x + [3Ξ1(t)Θ1(t) + 6Ξ2(t)Θ2(t) + 4]x

19 + 3Ξ2
1(t) + 6Ξ2

2(t)
− [3Ξ1(t)ξ1(t) + 6Ξ2(t)ξ2(t)]

19 + 3Ξ2
1(t) + 6Ξ2

2(t)
,

u(t, x, V ) = −−
∂V
∂x [1 + Ξ2

1(t) + 2Ξ2
2(t)]

19 + 3Ξ2
1(t) + 6Ξ2

2(t)
−

− [Ξ1(t)Θ1(t) + 2Ξ2(t)Θ2(t)− Ξ2
1(t)− 2Ξ2

2(t)− 5]x
19 + 3Ξ2

1(t) + 6Ξ2
2(t)

−

− Ξ1(t)ξ1(t) + 2Ξ2(t)ξ2(t)
19 + 3Ξ2

1(t) + 6Ξ2
2(t)

. (38)
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Ïîäñòàâëÿÿ (38) â (36), ïîëó÷àåì äëÿ íàõîæäåíèÿ V (t, x) óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè, ðåøåíèå êîòîðîãî èùåì â âèäå V (t, x) = H(t)x2 + 2η(t)x + ξ(t) ; èç (34) ñëåäóåò
ãðàíè÷íîå óñëîâèå V (1, x) = −1

2x2 . Çàòåì ïðèðàâíèâàåì â ïîëó÷åííûõ òîæäåñòâàõ (ïî x )
êîýôôèöèåíòû ïðè x2, x, x0 . Òîãäà ïðèõîäèì ê ñèñòåìå èç 3-õ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî H(t), η(t), ξ(t) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè H(1) = −1

2 , η(1) = ξ(1) = 0 . Ïðè-
÷åì ïåðâîå èç íèõ òèïà Ðèêêàòè. Ðåøàåì ñèñòåìó ÷èñëåííî è ñ ïîìîùüþ íàéäåííûõ ðåøåíèé
(H∗(t), η∗(t), ξ∗(t)|t ∈ [0, 1] ) ñòðîèì,
âî-ïåðâûõ, ôóíêöèþ

V (t, x) = H∗(t)x2 + 2η∗(t)x + ξ∗(t),

âî-âòîðûõ, åå ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ

∂V (t, x)
∂x

= 2[H∗(t)x + η∗(t)], (39)

â-òðåòüèõ, èñïîëüçóÿ (38) è (39), ôóíêöèè

u∗(t, x) = u(t, x, V (t, x)), z∗(t, x) = z(t, x, V (t, x)).

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2 ïàðà

(U∗, Z∗)÷ (u∗(t, x), z∗(t, x)) (40)

áóäåò ñåäëîâîé òî÷êîé ïî Ïàðåòî çàäà÷è (25). Äàëåå, íà ðèñóíêàõ ïðèâåäåíà ôàçîâàÿ òðàåê-
òîðèè x∗(t) è ðåàëèçàöèè êîìïîíåíò u∗[t] = u∗(t, x∗(t)), z∗[t] = z∗(t, x∗(t)) ñåäëîâîé òî÷êè ïî
Ïàðåòî â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè.

Ðèñ. 6. Ðåøåíèå x∗(t), t ∈ [0, 1] ñèñòåìû ẋ = x + u∗(t, x) + z∗(t, x), x(0) = = 0

Ðèñ. 7. Ãðàôèê u∗[t] = u∗(t, x∗(t)) , ãäå x∗(t) áåðåòñÿ èç ðèñ. 6.
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Ðèñ. 8. Ãðàôèê z∗[t] = z∗(t, x∗(t)) , ãäå x∗(t) áåðåòñÿ èç ðèñ. 6.

5. Ïîñòðîåíèå ãàðàíòèðîâàííûõ èñõîäà è ðèñêà. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èç ï.3, ãà-
ðàíòèðîâàííîå ïî èñõîäàì è ðèñêàì ðåøåíèå çàäà÷è (1) îáðàçóåò óïîðÿäî÷åííàÿ ïÿòåðêà
(U∗, J∗1 , J∗2 , Φ∗1 , Φ∗2) . Ñòðàòåãèÿ U ÷ u∗(t, x) óæå íàéäåíà â ðàçäåëå 4. Îñòàåòñÿ ïî ñåäëîâîé
òî÷êå ïî Ïàðåòî (U∗, Z∗) îïðåäåëèòü ÷èñëà J∗i = J∗i (U∗, Z∗ , 0, 0), Φ∗i = Φ∗1(U

∗, Z∗, 0, 0), (i =
1, 2) . Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðèåìîì ïðåäëîæåííûì â [7, c. 81-83]. À èìåííî, ââåäåì ôóíê-
öèè,

W1(t, x, u, z, V ) =
∂V1(t, x)

∂t
+

∂V1(t, x)
∂x

(x + u + z) + u(−2u + 2z) + z2,

W2(t, x, u, z, V ) =
∂V2(t, x)

∂t
+

∂V2(t, x)
∂x

(x + u + z) + u(−u + 2x) + 2z2,

W3(t, x, u, z, V ) =
∂V3(t, x)

∂t
+

∂V3(t, x)
∂x

(x + u + z) + u(−2u + 2z)+

+ z([
1
2
Ξ2

1(t)−
1
2
]z + xΞ1(t)Θ1(t) + Ξ1(t)ξ1(t)) +

1
2
Θ2

1(t)x
2 + ξ1(t)Θ1(t)x +

1
2
ξ2
1(t),

W4(t, x, u, z, V ) =
∂V4(t, x)

∂t
+

∂V4

∂x
(x + u + z) + u(−u + 2x) + z[zΞ2

2(t)+

+ 2xΞ2(t)Θ2(t) + 2Ξ2(t)ξ2(t)] + [Θ2
2(t)− 1]x2 + 2Θ2(t)ξ2(t)x + ξ2

2(t), (41)

ãäå Θi(t), Ξi(t), ξi(t), t ∈ [0, 1], ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäñèñòåì èç (20) è (21).

Óòâåðæäåíèå 3. [8, c. 81-83]. Ïóñòü óäàëîñü íàéòè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèèðóåìûå ôóí-
êöèè Vj (j = 1, 2, 3, 4) è òàêèå, ÷òî

10) ïðè âñåõ x ∈ R
Vi(1, x) = −x2, Vi+2(1, x) = 0 (i = 1, 2); (42)

20) äëÿ âñÿêèõ (t, x) ∈ [0, 1]× R1

Wj(t, x, u∗(t, x), z∗(t, x), Vj(t, x)) = 0 (j = 1, 2, 3, 4); (43)

Òîãäà ïðè ëþáîì âûáîðå íà÷àëüíîé ïîçèöèè (t0, x0) ∈ [0, 1)×R ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Ji(U∗, Z∗, t0, x0) = Vi(t0, x0),Φi+2(U∗, Z∗, t0, x0) = Φi+2(t0, x0); (44)

â (43), (44) èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè u∗(t, x), z∗(t, x) , îïðåäåëåííûå â (40).
Áóäåì òåïåðü èñêàòü ðåøåíèÿ Vi(t, x) óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (43), (41) è

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (42) â âèäå

Vj(t, x) = Hj(t)x2 + 2ηj(t)x + ωj(t) (j = 1, 2, 3, 4). (45)
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Ïîäñòàâëÿÿ (45) â (43), (41) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè x2, x, x0 , ïîëó÷àåì 4 îòäåëüíûõ
íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåìû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç 3-õ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ
íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî Hj , ηj , ωj ñ íåïðåðûâíûìè (ïî t) êîýôôèöèåíòàìè. Âî
èçáåæàíèå ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ êîíêðåòíûé âèä óðàâíåíèé. Ñ ó÷åòîì
(44) è (45) ïîëó÷àåì

J∗1 = −0.15606,
J∗2 = −0.05202,
Φ∗1 = −0.01735,
Φ∗2 = −0.12588.

Çàìåòèì, ÷òî îòðèöàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðèñêà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî çäåñü èñïîëüçóþòñÿ
ìíîæåñòâî Z , à íå Zt . Òàê êàê ñèñòåìà

{
Φi(U∗, Zt) > Φi

∗
Ji(U∗, Zt) < Ji

∗

íåñîâìåñòíà, è Φi
∗ < 0 , à Φi

∗(U,Zt) ≥ 0 è U ⊂ Uz , Zt ⊂ Z (ïî îïðåäåëåíèþ), òî Φi
∗ >

0 (i = 1, 2) íåñîâìåñòíà ∀Zt è òîãäà íàéäåííîå U∗ îáåñïå÷èò íóëåâóþ âåêòîðíóþ ãàðàíòèþ
ïî ðèñêàì âñåõ êðèòåðèåâ.

Ïðèâåäåì òàêæå çàâèñèìîñòü èñõîäîâ è ðèñêîâ îò êîýôôèöèåíòîâ αj ëèíåéíîé ñâåðòêè
(30).

α1 = 0.1 J∗1 = −0.0262, α1 = 0.1 J∗1 = −0.0375,
α2 = 0.2 J∗2 = −0.0107, α2 = 0.3 J∗2 = −0.0151,
α3 = 0.3 Φ∗1 = −0.0074, α3 = 0.2 Φ∗1 = −0.0050,
α4 = 0.4 Φ∗2 = −0.0119. α4 = 0.4 Φ∗2 = −0.0182.

(46)

α1 = 0.1 J∗1 = −0.0324, α1 = 0.2 J∗1 = −0.0284,
α2 = 0.2 J∗2 = −0.0173, α2 = 0.1 J∗2 = −0.0142,
α3 = 0.4 Φ∗1 = −0.0092, α3 = 0.3 Φ∗1 = −0.0088,
α4 = 0.3 Φ∗2 = −0.0156. α4 = 0.4 Φ∗2 = −0.0130.

(47)

α1 = 0.1 J∗1 = −0.0508, α1 = 0.1 J∗1 = −0.0876,
α2 = 0.4 J∗2 = −0.0062, α2 = 0.4 J∗2 = −0.0208,
α3 = 0.2 Φ∗1 = 0.0130, α3 = 0.3 Φ∗1 = −0.0073,
α4 = 0.3 Φ∗2 = −0.0229. α4 = 0.2 Φ∗2 = −0.0557.

(48)

Àâòîð áëàãîäàðèò ïðîôåññîðà Â. È. Æóêîâñêîãî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è îáñóæäåíèå ðà-
áîòû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ (ïðîåêò 02-01-00612).
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ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÑÂÅÐÕÊÎÐÎÒÊÎÃÎ È

ÑÂÅÐÕÑÈËÜÍÎÃÎ ËÀÇÅÐÍÎÃÎ ÈÌÏÓËÜÑÀ Ñ ÏËÀÇÌÎÉ
c© 2005 ã. À. Â. Ñóâîðîâ

1. Ââåäåíèå. Ðàçâèòèå â ïîñëåäíèå ãîäû òåõíîëîãèè ïðîèçâîäñòâà êîìïàêòíûõ ëàçå-
ðîâ, ñïîñîáíûõ ãåíåðèðîâàòü ñâåðõêîðîòêèå èìïóëüñû â ìóëüòèòåððàâàòíîì è ïåòàâàòòíîì
äèàïàçîíå ìîùíîñòè, ïîçâîëÿåò â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãîâîðèòü î øèðîêîì êðóãå ïðèëîæåíèé
ýòèõ óñòðîéñòâ [1]. Íàïðèìåð, ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ïîäîáíûå ëàçåðû äëÿ ñîçäàíèÿ íî-
âûõ òèïîâ óñêîðèòåëåé çàðÿæåííûõ ÷àñòèö [2], èñòî÷íèêîâ æåñòêîãî ðåíòãåíîâñêîãî è ãàììà-
èçëó÷åíèÿ [3] è èíæåêòîðîâ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö [4]. Âûøåóïîìÿíóòûå ïðèëîæåíèÿ îñíîâû-
âàþòñÿ íà òîì, ÷òî íåëèíåéíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ áîëüøîé ìîùíîñòè ñ
âåùåñòâîì ñîïðîâîæäàåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ýíåðãèè ëàçåðà â ýíåðãèþ áûñò-
ðûõ ÷àñòèö. Âî ìíîãèõ ýêñïåðèìåíòàõ ïî âçàèìîäåéñòâèþ ñâåðõêîðîòêèõ ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ
ñ ãàçîîáðàçíûìè è òâåðäûìè ìèøåíÿìè íàáëþäàëàñü ãåíåðàöèÿ õîðîøî êîëëèìèðîâàííûõ
èîííûõ ïó÷êîâ áîëüøîé ýíåðãèè. Äëÿ äåòàëüíîãî êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýòèõ ïðî-
öåññîâ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñîâðåìåííûå äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå ìåòîäû ÷àñòèö PIC
(particle-in-cell) ìåòîäû.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ëàçåðíîãî èìïóëüñà ñ ìíîãîñëîéíûìè
ãàçîîáðàçíûìè ìèøåíÿìè. Â ïåðâîé ãëàâå ñòàòüè êðàòêî îïèñûâàåòñÿ èñïîëüçóåìûé ìåòîä
÷àñòèö, âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, â ïîñëåäíåé äå-
ìîíñòðèðóþòñÿ íàèáîëåå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà.

2. Ìîäåëü ÷àñòèöà-ñåòêà. Îïèñàíèå PIC ìåòîäà. Ìåòîä ìàêðî÷àñòèö (íèæå èìå-
íóåìûé ïðîñòî ìåòîä ÷àñòèö) ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Âëàñîâà -
Ìàêñâåëëà. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè ýòîãî ìåòîäà ïîëó÷àþò âñå áîëüøåå
ðàñïðîñòðàíåíèå. Äàííûé ìåòîä ïðèìåíèì êàê â îäíîìåðíûõ, òàê è â ìíîãîìåðíûõ çàäà-
÷àõ ñ ó÷åòîì, åñëè íåîáõîäèìî, âñåõ êîìïîíåíò ñàìîñîãëàñîâàííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
è ðåëÿòèâèñòñêèõ ýôôåêòîâ, à òàêæå óäîáñòâà åãî ñî÷åòàíèÿ ñ äðóãèìè (íàïðèìåð, ãèäðîäè-
íàìè÷åñêèìè) ïîäõîäàìè.
Â çàâèñèìîñòè îò òðåáóåìîé òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ è çàòðà÷åííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ ðàç-
ëè÷àþò íåñêîëüêî ìîäåëåé ÷àñòèö:
1) ìîäåëü ÷àñòèöà - ÷àñòèöà (ÐÐ). Â ýòîì ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ ÷åðåç
ñèëó äàëüíîäåéñòâèÿ;
2) ìîäåëü ÷àñòèöà - ñåòêà (ÐÌ). Ñèëà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîëåâàÿ âåëè÷èíà è àïïðîêñèìè-
ðóåòñÿ íà ñåòêå;
3) ìîäåëü ÷àñòèöà-÷àñòèöà - ÷àñòèöà-ñåòêà (Ð 3 Ì). ßâëÿåòñÿ ãèáðèäîì ìîäåëåé ÐÐ è ÐÌ.
Èäåÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà ÷àñòèö (ÐÌ) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî (~r,~v)
äëÿ ýëåêòðîííîé è èîííîé êîìïîíåíòû ïëàçìû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ðàçáèâà-
åòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÿ÷åéêè, à ñóììàðíûå çàðÿäû è ìàññû âñåõ ÷àñòèö â êàæäîé òàêîé
ÿ÷åéêå ïðèïèñûâàåòñÿ îäíîé ìîäåëüíîé ìàêðî÷àñòèöå. Äëÿ ïðîñòîòû â êà÷åñòâå êîìïîíåíòû
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìû ðàññìàòðèâàåì ñêîðîñòü, à íå èìïóëüñ. ×èñëåííî ðåøàÿ óðàâíåíèÿ
Âëàñîâà (äëÿ èîííîé è ýëåêòðîííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ)

∂fi

∂t
+ ~v

∂fi

∂~r
− e

m

∂ϕ

∂~r

∂fi

∂~v
= 0, (1)

∂fe

∂t
+ ~v

∂fe

∂~r
− e

m

∂ϕ

∂~r

∂fe

∂~v
= 0 (2)

ïî õàðàêòåðèñòèêàì, ìîæíî, øàã çà øàãîì ïî âðåìåíè, ïðîñëåäèòü äèíàìè÷åñêèå òðàåêòîðèè
âñåõ ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïàðàëëåëüíî ïåðåñ÷èòûâàÿ ñ èõ ïîìîùüþ ýëåêòðè÷åñêîå
è ìàãíèòíîå ïîëÿ íà êàæäîì øàãå. Àëãîðèòìè÷åñêè ýòî âûãëÿäèò òàê: ïî ôàçîâûì êîîðäèíà-
òàì ÷àñòèö âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà è òîêà, äàëåå ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà
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ñ îïðåäåëåííûìè òàêèì îáðàçîì ïðàâûìè ÷àñòÿìè, ïîñëå ÷åãî íàõîäÿòñÿ ïðèðàùåíèÿ ôàçîâûõ
êîîðäèíàò (ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ) ÷àñòèö çà âðåìåííîé øàã â ïîëó÷åííîì
ïîëå. Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ òðåáóåìîå ÷èñëî ðàç. Òàêèì ïóòåì óäàåòñÿ âîññîçäàòü
ñàìîñîãëàñîâàííîå ðàçâèòèå âî âðåìåíè ïðîñòðàíñòâåííîé êàðòèíû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ,
ñ îäíîé ñòîðîíû, è ñîáñòâåííûõ çàðÿäîâ è òîêîâ ïëàçìû, ñ äðóãîé.
Ðåøàþùèì ôàêòîðîì ðåçêîãî ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè äèñêðåòíîé ìîäåëè ñòàë, âñëåä çà
ââåäåíèåì ïðîñòðàíñòâåííûõ ñåòîê, ïåðåõîä îò òî÷å÷íûõ ìàêðî÷àñòèö ê ÷àñòèöàìè êîíå÷íûõ
ðàçìåðîâ - òàê íàçûâàåìûì çàðÿæåííûì îáëàêàì. Ñâÿçàííîå ñ ýòèì èñêàæåíèå çàêîíà ìåæ-
÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñóùåñòâåííî ñêàçûâàëîñü ëèøü íà äëèíàõ âîëí ïîðÿäêà äèàìåòðà
îáëàêà (ìàñøòàáà "ðàçìàçûâàíèÿ" çàðÿäà). Â òî æå âðåìÿ ýôôåêòèâíàÿ ÷àñòîòà ñòîëêíîâå-
íèÿ îáëàêîâ îêàçàëàñü íàìíîãî ìåíüøå ÷àñòîòû êóëîíîâñêèõ ñòîëêíîâåíèé, ÷òî ïðè òîì æå
÷èñëå ÷àñòèö ðåçêî óâåëè÷èëî "áåññòîëêíîâèòåëüíîñòü" íîâûõ ìîäåëåé.

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìåòîäîì ÷àñòèö ñ èñïîëüçîâàíèåì ëþáîé åãî
ìîäèôèêàöèè ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ îòâåòèòü íà ñëåäóþùèå òðè âîïðîñà:

1) îá îïòèìàëüíîì âûáîðå íà÷àëüíûõ ôàçîâûõ êîîðäèíàò ìàêðî÷àñòèö;
2) î ñïîñîáàõ âîññòàíîâëåíèÿ íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå çàðÿäîâûõ è òîêîâûõ ïëîòíî-

ñòåé, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ñàìîñîãëàñîâàííûõ ïîëåé ~E è ~B , ïî ôàçîâûì
êîîðäèíàòàì ÷àñòèö.

3) îá óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ìàêðî÷àñòèö ñ ó÷åòîì äèñêðåòíîñòè ñèñòåìû. Ðåàëèçàöèÿ ÷èñ-
ëåííîãî àëãîðèòìà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ.1.

Ðèñ. 1. Ñõåìà PIC àëãîðèòìà.

Ðàññìîòðèì äåòàëüíî êàæäûé èç âûøå ïåðå÷èñëåííûõ âîïðîñîâ.
3.1. Ôîðìèðîâàíèå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé,

ðàññìîòðèì çàäàíèå ÷àñòèö îäíîãî ñîðòà. Ïóñòü ïîëíîå êîëè÷åñòâî ìàêðî÷àñòèö â ðàñ÷åòíîé
îáëàñòè S ïðîñòðàíñòâà ðàâíî N.
Òðåáóåòñÿ çàäàòü çàðÿäû ej , à òàêæå íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû ~rj(0) è ñêîðîñòè ~vj(0) , j = 1, N
â ñîîòâåòñòâèè ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (~r,~v) = f(~r,~v, 0) , îòâå÷àþùåé íåêî-
òîðîìó èñõîäíîìó ñîñòîÿíèþ ïëàçìû. Â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ej ,
~rj(0) , ~vj(0) âûäåëÿþò ñëåäóþùèå âèäû ñòàðòîâ: õàîòè÷åñêèé, ñïîêîéíûé, ðåãóëÿðíûé, òåï-
ëîâîé. Â íàøåì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ïîñëåäíèé âèä ñòàðòà. Åãî ñóòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
âñå ïðîñòðàíñòâî äåëèòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÿ÷åéêè, è ÷àñòèöû îäíîãî ñîðòà ðàçìåùàþòñÿ
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â íèõ ñ ó÷åòîì òðåáóåìîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Êîîðäèíàòû ÷àñòèö îïðåäåëÿþòñÿ äåòåð-
ìèíèðîâàííûì ñïîñîáîì. ×àñòèöû æå äðóãîãî ñîðòà ïîìåùàþòñÿ âñëåä çà ÷àñòèöàìè ïåðâîãî
ñ ó÷åòîì äåáàåâñêîãî ýêðàíèðîâàíèÿ.

3.2. Âû÷èñëåíèå â óçëàõ ñåòêè ρ è j . Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç N òî÷å÷íûõ ÷àñòèö ñ
êîîðäèíàòàìè ~rj(t) , ñêîðîñòÿìè ~vj(t) , çàðÿäàìè ej è ìàññàìè mj , íàõîäÿùèõñÿ â íåêîòî-
ðîì îáúåìå S ïðîñòðàíñòâà. Îäíî÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ òàêîé ñèñòåìû ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

f̄N (~r,~v, t) =
∫

S
fN (~r ′, ~v, t)G(~r, ~r ′)d~r ′ =

∑

j

ejG(~r, ~rj(t))δ(~v − ~vj(t)). (3)

Åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü ïëîòíîñòè çàðÿäà è òîêà â ìîäåëÿõ êàê ìîìåíòû ìîäåëüíîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ f̄

ρ(~r, t) =
∫

f̄N (~r,~v, t)d~v =
∑

j

ejG(~r, ~rj(t)), (4)

~j(~r, t) =
∫

~vf̄N (~r,~v, t)d~v =
∑

j

ej~vj(t)G(~r, ~rj(t)). (5)

Â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèå ïðèâîäèò ê ýôôåêòèâíîìó "ðàçìàçûâàíèþ" ("âçâåøèâàíèþ")
çàðÿäà j-òîé ìàêðî÷àñòèöû â îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû ~rj , j = 1, N .Ôóíêöèÿ
G ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ êàê áû äîëåé çàðÿäà (êàê ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ), ïîýòîìó â ñèëó ñî-
õðàíåíèÿ çàðÿäà íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

∫

S
G(~r, ~r ′)d~r = 1. (6)

Ïîýòîìó íàøåé çàäà÷åé áóäåò îïðåäåëåíèå ôóíêöèè G(~r, ~r ′) . Êàê áóäåò âèäíî äàëüøå, ýòà
ôóíêöèÿ èìååò äîâîëüíî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Ðàññìîòðèì ðÿä âàæíûõ êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ:

a) Âûðîæäåííûå ÿäðà.
Ïóñòü {ψk(~r)} - îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé â S. Òîãäà âîçüìåì ÿäðî ïðåîáðàçîâà-
íèé â âèäå

G(~r, ~r ′) =
K∑

k=1

ψk(~r)ψ∗k(~r), (7)

ãäå âòîðîé ïîäûíòåãðàëüíûé ìíîæèòåëü ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì. Ðåçóëüòàò èíòå-
ãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f ñ òàêèì âûðîæäåííûì ÿäðîì åñòü êîíå÷íûé
îòðåçîê ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f ïî âûáðàííîé ñèñòåìå {ψk(~r)} . Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàçáåðåì
ñèñòåìó ôèíèòíûõ ôóíêöèé ñëåäóþùåãî âèäà:

ψk(~r) =





0, ~r /∈ sk

1√
|sk|

, ~r ∈ sk,
(8)

ãäå |sk| - ìåðà ìíîæåñòâà, à sk - íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè S.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòà ôóíêöèÿ âûãëÿäèò îñîáåííî ïðîñòî

ψk(x) =
1√
h

H

(
x− xk

h

)
, h = S/K, xk =

(
k − 1

2

)
h, (9)
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H0(ξ) = U

(
ξ +

1
2

)
− U

(
ξ − 1

2

)
, (10)

U(ξ) =





1, ξ > 0
1
2
, ξ = 0

0, ξ < 0

. (11)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîäñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷àñòèö îäíîãî ñîðòà, ïîëó÷àåì, ÷òî ïëîò-
íîñòü çàðÿäà â êàæäîé ÿ÷åéêå ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó ïîïàâøèõ òóäà ÷àñòèö è
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà îáúåìó ÿ÷åéêè. È ìû ïðèõîäèì ê òàê íàçûâàåìîé ìîäåëè "áëè-
æàéøåãî óçëà" NGP (nearest grid point) ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî â NGP ïëîòíîñòü çàðÿäà
íàõîäèòñÿ òîëüêî â öåíòðàõ ÿ÷ååê, à çäåñü îíà îïðåäåëåíà âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè S.
Îäíàêî, èñïîëüçóÿ òàêèå ñõåìû, ìû äîëæíû ïîìíèòü, ÷òî ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
ïîëó÷åííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íåîáõîäèìî èíòåðïîëèðîâàòü ìåæäó óçëàìè, ò.å. îïðåäåëèòü
åãî âî âñåõ òî÷êàõ S. Íàïðèìåð, äëÿ ìîäåëèNGP òàêîé âûáîð ñèñòåìû ôóíêöèé ñîîòâåòñòâó-
åò ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ïîëÿ, íàèáîëåå ÷àñòî óïîòðåáëÿåìîé íà ïðàêòèêå. Òàêæå ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ñïëàéíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, íî òîãäà G áóäåò èìåòü áîëåå ñëîæíóþ ñòðóê-
òóðó. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëåé â ôîðìå (3), ïîìèìî âîññòàíîâëåíèÿ
ïëîòíîñòè çàðÿäà ïî êîîðäèíàòàì ÷àñòèö, âêëþ÷àåò è ñïîñîá èíòåðïîëÿöèè. Äàííûé ìåòîä
îñëàáëÿåò ñòîëêíîâèòåëüíûå ýôôåêòû, ïîñêîëüêó ñèëüíî îñëàáëÿåò âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö
íà ðàññòîÿíèÿõ ìåíüøå ðàçìåðà ÿ÷åéêè. Îäíàêî äâèæåíèå ÷àñòèö âíóòðè ÿ÷åéêè íå ïðèâîäèò
ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ ÷àñòèö íà îòðåçêå, à ïåðåõîä ÷àñòèöû èç îäíîé ÿ÷åéêè â äðóãóþ âûçûâà-
åò ðåçêîå ëîêàëüíîå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè. Ïîïûòêà ïðåîäîëåòü ïîäîáíûå òðóäíîñòè ïðèâîäèò
ê ñèëüíîìó èñêàæåíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìîäåëè, â êîòîðûõ ñãëàæèâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ñ áîëü-
øèì óñïåõîì - ýòî ìîäåëè, èñïîëüçóþùèå êîíöåïöèþ îáëàêîâ.

b) Ñèììåòðè÷íûå ÿäðà.
Ïóñòü G(~r, ~r ′) = R(~r − ~r ′) , ãäå R - èíòåãðèðóåìàÿ, ÷åòíàÿ ïî âñåì àðãóìåíòàì ôóíêöèÿ.
Êàæäàÿ ìîäåëüíàÿ ÷àñòèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé "îáëàêî", ôîðìà êîòîðîãî íå çàâèñèò îò ïîëî-
æåíèÿ ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå. Ýòî è åñòü ìîäåëü "çàðÿæåííûõ îáëàêîâ". Îäíàêî íà ïðàêòèêå
îíà ïî÷òè íå èñïîëüçóåòñÿ. Èñïîëüçóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ñ ÿäðàìè èç ïóíêòîâ a) è b).

c) Ìîäåëè òèïà "îáëàêîâ â ÿ÷åéêàõ" (cloud-in-cell èëè CIC).
ßäðà G(~r, ~r ′) â òàêèõ ìîäåëÿõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâåäåíèÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà óæå âñòðå-
÷àâøèõñÿ ôóíêöèé a) è b):

G(~r, ~r ′) =
∫

GA(~r, ~r ′′)GB(~r ′, ~r ′′)d~r ′′, (12)

GB = R0(~r ′ − ~r ′′), R0(~r ′ − ~r ′′) =
Q∏

q=1

1
hq

H0

(
~r′q − ~r′′q

hq

)
, (13)

GA =
∑

k

ψ(~r)ψ∗(~r ′), (14)

ãäå ôóíêöèè ψ è H0 îïðåäåëåíû âûøå. Äàííàÿ ìîäåëü (3) ñ ÿäðîì (12) ñîîòâåòñòâóåò ìîäå-
ëè CIC, â êîòîðîé "âçâåøåííîå ðàñïðåäåëåíèå" çàðÿäà îáëàêà ìåæäó îêðóæàþùèìè óçëàìè
ñåòêè ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òåïåðü ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñïîìîãàòåëüíûõ
ôèíèòíûõ ôóíêöèé Hn(ξ) (n = 0, 1, 2 . . .) , èñïîëüçóÿ óæå ðàíåå çàäàííóþ H0 è îïåðàöèþ
ñâåðòêè:
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ôóíêöèÿ "øëÿïêà":

H0 = U

(
ξ +

1
2

)
− U

(
ξ − 1

2

)
=





1, |ξ| < 1
2

1
2
, |ξ| = 1

2

0, |ξ| > 1
2

(15)

ôóíêöèÿ "òðåóãîëüíèê":

H1(ξ) =
∫

H0(ξ′)H0(ξ − ξ′)dξ′ = H0(ξ) ∗H0(ξ) =
{

1− |ξ|, |ξ| ≤ 1
0, |ξ| > 1

(16)

ôóíêöèÿ "êâàäðàòè÷íûé êîëîêîë":

H2(ξ) = H1(ξ) ∗H0(ξ) = H0(ξ) ∗H0(ξ) ∗H0(ξ) =

=





3
4
− ξ2, |ξ| ≤ 1

2
1
2

(
3
2
− ξ

)2

,
1
2

< |ξ| ≤ 3
2

0, |ξ| > 3
2

(17)

. . .

Hn(ξ) = Hn−1(ξ) ∗H0(ξ) (18)
Òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàâëÿÿ (12), (16) è âûðàæåíèå äëÿ ψk â ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè,
èìååì

GCIC(x, x′) =
∫

1
h

K∑

k=1

H0

(
x− xk

h

)
H0

(
x′′ − xk

h

)
R0(x′ − x′′)×

×dx′′ =
1
h2

K∑

k=1

H0

(
x− xk

h

) ∫
H0

(
x′′ − xk

h

)
H0

(
x′ − x′′

h

)
dx′′

Îêîí÷àòåëüíî,

GCIC(x, x′) =
1
h

K∑

k=1

H0

(
x− xk

h

)
H1

(
xk − x′

h

)
. (19)

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïîëíîñòüþ ïðîÿñíèòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ àëü-
òåðíàòèâíûìè àëãîðèòìàìè îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà â óçëàõ ñåòêè. Ðàçëè÷èå ìåæäó
ýòèìè àëãîðèòìàìè ñâÿçàíî ñ âîçìîæíîñòüþ äâóõ ðàçíûõ èíòåðïðåòàöèé ïëîòíîñòè çàðÿäà,
îïðåäåëÿåìîé íà ðàçíîñòíîé ñåòêå, ïî êîòîðîé äâèæóòñÿ îáëàêà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâûì
àëãîðèòìîì ïëîòíîñòü çàðÿäà â óçëå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà âêëàäîâ çàðÿäîâ âñåõ ÷àñòèö,
ïðèõîäÿùèõñÿ íà ýòó ÿ÷åéêó, äåëåííàÿ íà îáúåì ÿ÷åéêè. Âêëàä êàæäîé ÷àñòèöû âû÷èñëÿ-
åòñÿ êàê ïîëíîå êîëè÷åñòâî çàðÿäà, ïîïàâøåå â ñîîòâåòñòâóþùóþ ÿ÷åéêó, ò.å. îïðåäåëÿåòñÿ
èíòåãðèðîâàíèåì ôèíèòíîé ôóíêöèè R ïî ïåðåñå÷åíèþ åå íîñèòåëÿ ñ äàííîé ÿ÷åéêîé. Ýòîò
àëãîðèòì îïåðèðóåò íåïîñðåäñòâåííî ñ ôóíêöèåé R(~r−~rj) , îïðåäåëÿþùåé ðàñïðåäåëåíèå çà-
ðÿäà âíóòðè ñàìîãî îáëàêà è ïîòîìó èìåíóåìîé ôîðìîé îáëàêà, èëè ôîðìôàêòîðîì.

3.3. Âû÷èñëåíèå ñèë è ïîòåíöèàëîâ. ×òîáû çàâåðøèòü ïðèíöèïèàëüíîå îïèñàíèå
îñíîâíûõ ñòàäèé òèïè÷íîãî âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà ìåòîäà ÷àñòèö ïî ñõåìå íà ðèñ.1,
ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå îäíîìåðíîé ìîäåëè CIC äëÿ ïëîñêîé ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé çàäà÷è.
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Íà íàøåé ñõåìå îñòàåòñÿ ïîêà íåîïðåäåëåííûì ñîäåðæàíèå ñëåäóþùèõ òðåõ áëîêîâ:

1. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà íà ñåòêå äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà â óçëàõ
ϕk = ϕ(xk) ;

2. äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîòåíöèàëîâ ϕk äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëåé Ek ;
3. èíòåðïîëÿöèè çíà÷åíèé Ek íà êîîðäèíàòó xj ìàêðî÷àñòèöû äëÿ îïðåäåëåíèÿ äåéñòâó-

þùåé íà íåå ñèëû ~Fj .
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïî äèñêðåòíîìó ïîëþ {ρk} ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëÿ ïîòåíöèàëîâ {ϕk}

íàäî çàâåðøèòü äèñêðåòèçàöèþ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

52ϕ = − ρ

ε0
, (20)

çàäàâøèñü êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì çàìåíû ïðîèçâîäíûõ êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè. Ïóñòü ýòà ïðî-
öåäóðà êàê-òî îïðåäåëåíà è â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ Ïóàññîíà íàéäåíû çíà÷åíèÿ

ϕk = ϕ(xk) =
∑

k′
Φ(xk − xk′)ρ(xk) (21)

Ïóñòü äàëåå îïðåäåëåíà è ïðîöåäóðà äèñêðåòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Φk :

Ek = E(xk) = −d̂ϕ(xk), (22)

ãäå Φ - íåêèé àíàëîã ôóíêöèè Ãðèíà, d̂ - ðàçíîñòíûé îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ϕ .
Òåïåðü ïî èçâåñòíîìó äèñêðåòíîìó ïîëþ {Ek} , àïïðîêñèìèðóþùåìó íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ
E(x, t) =

∑
k Ekδ

(
x−xk

h

)
, íàéäåì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå Ej . Äëÿ ýòîãî â ðàìêàõ âûáðàííîé ìî-

äåëè CIC, ìû äîëæíû âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

F (~r, t) = e

∫
E(~r, t)G(~r, ~rj)d~rj , (23)

ïîäñòàâèâ â íåå E(x, t) è GCIC , ïîëó÷åííóþ ðàíåå. Òîãäà

Ej(t) = E(xj , t) =
∫

E(x, t)GCIC(x, xj)dx =

=
∫ (∑

k

Ekδ

(
x− xk

h

))
×

×
(∑

k

H0

(
x− xk

h

)
H1

(
xk − xj

h

))
d
x

h
=

=
∑

k

EkH1

(
xj − xk

h

)
= h

∑

k

EkH1

(
xj − xk

h

)
(24)

Âèäíî, ÷òî èíòåðïîëÿöèÿ {Ek} íà x = xj ïðè âû÷èñëåíèè Ej ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ
òîãî æå ôîðìôàêòîðà, ÷òî è ïðè èíòåðïîëÿöèè çàðÿäà ÷àñòèöû â òî÷êå xj íà óçåë xk . Ýòîò
âàæíûé ôàêò ïîä÷åðêèâàåò âíóòðåííþþ ñàìîñîãëàñîâàííîñòü ìîäåëè CIC. Òàêèõ æå ðåçóëü-
òàòîâ ìîæíî äîáèòüñÿ è â ñëó÷àå ìîäåëåé TSC, NGP. Ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà âîç-
ìîæíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ ïîòåíöèàëà. Ëèøü ïîä÷åðêíåì,
÷òî âûáðàííûé ìåòîä äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå.

3.4. Âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé. Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
óðàâíåíèÿ Âëàñîâà, ñ ó÷åòîì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ
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ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè îò âåêòîðîâ ~r è ~v

~̇vj(t) =
e

m

∫
E(~r, t)G(~r, ~rj)d~r =

~F (~r, t)
m

(25)

~̇rj(t) = ~vj(t) (26)

Óðàâíåíèÿ (25-26) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ìîäåëüíûõ ÷àñòèö. Ðàçíîñòíûì àíàëî-
ãîì ñèñòåìû (25-26) ìîæåò ñëóæèòü ëþáîå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå âûðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñòàíäàðòíûì òðåáîâàíèÿì (òî÷íîñòü, óñòîé÷èâîñòü è ò.ä.). Íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûì ñïîñî-
áîì äèñêðåòèçàöèè (25-26) ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ "ñõåìà ñ ïåðåøàãèâàíèåì"(leap-frog):

~r n+1 − ~r n

4t
= ~v n+ 1

2 , (27)

~v n+ 1
2 − ~v n− 1

2

4t
=

F (~r n)
m

, (28)

ãäå 4t - øàã ïî âðåìåíè, à âåðõíèé èíäåêñ n îáîçíà÷àåò âðåìåííîé óðîâåíü tn = n4t .

4. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå.
4.1. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Îïèñàíèå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íàøåé ñèñòåìû áóäåì ïðîâî-

äèòü â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ. Â íàøåé ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â êà÷åñòâå
õàðàêòåðíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà áåðåòñÿ äëèíà âîëíû ëàçåðíîãî èìïóëüñà, à êà÷å-
ñòâå õàðàêòåðíîãî âðåìåíè - ïåðèîä êîëåáàíèÿ ïîëÿ â ëàçåðíîì èìïóëüñå. Ìû ðàññìàòðèâàåì
êóñî÷íî îäíîðîäíóþ ïëàçìó, ñîñòîÿùóþ èç ÷àñòèö ïåðâîãî è âòîðîãî ñîðòà (ýëåêòðîíîâ è
èîíîâ) ñî ñòàíäàðòíûì îòíîøåíèåì ìàññ mi

me
= 1836 . Ñðåäà íåéòðàëüíà, ò.å. êîëè÷åñòâî ÷à-

ñòèö ðàçíûõ ñîðòîâ îäèíàêîâî, à ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòèöû ðàçíûõ ñîðòîâ èìåþò îäèíàêîâûå
ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû. Íà÷àëüíûå èìïóëüñû ÷àñòèö íóëåâûå. Íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ
ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïîëåé òàêæå ñ÷èòàþòñÿ íóëåâûìè. Â êà÷åñòâå îáëàñòè äåéñòâèÿ
ìû ðàññìàòðèâàåì âàêóóì ñ äâóìÿ ïëàçìåííûìè ñëîÿìè (ðèñ. 2.) Ðàçìåðû ðàññìàòðèâàåìîé
çîíû 400λ0×40λ0 , ãäå λ0 - äëèíà âîëíû. Ðàçìåðû ïåðâîãî ñëîÿ 60λ0×40λ0 , ðàçìåðû âòîðîãî
160λ0 × 40λ0 . Äàííàÿ ïîñòàíîâêà èìååò ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå.

Ðèñ. 2. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ è èîíîâ.
Ïðîñòîé ïðèìåð � â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïëàçìåííîãî ñëîÿ ìîæåò ñëóæèòü êîæíûé ïîêðîâ,

çàòåì ïðîñëîéêà èç ìûøö, à âòîðîé ñëîé ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü êîñòü èëè íåïîñðåäñòâåííî çëî-
êà÷åñòâåííóþ îïóõîëü. Âñÿ îáëàñòü ïîêðûâàåòñÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêîé ñ øàãîì dx = dy = 0.1
ñ PICNumber = 4 ÷àñòèöàìè íà åäèíèöó ïëîùàäè. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â íàøåì ýêñïåðè-
ìåíòå ìû ðàññìàòðèâàåì ðàçðåæåííóþ ïëàçìó. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ðàçðåæåííîñòè ìû
ââîäèì âåëè÷èíó ω = ω0/ωp = 0.75 , êàê îòíîøåíèå ÷àñòîòû èìïóëüñà ê ïëàçìåííîé ÷àñòîòå.
Ïàðàìåòðû èìïóëüñà: àìïëèòóäà a = 1 , äëèòåëüíîñòü t = 40 . Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ äàííàÿ àì-
ïëèòóäà ñîîòâåòñòâóåò ïëîòíîñòè ïîòîêà ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ ïîðÿäêà 1018W/cm2 . Èìïóëüñ
èìååò ãàóññîâñêèé ïðîôèëü. Äëèíà âîëíû èìïóëüñà ïðèíèìàåòñÿ ñòàíäàðòíîé äëÿ ïîäîáíî-
ãî ðîäà ýêñïåðèìåíòîâ λ0 = 1ìêì . Òîãäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî T0 = λ0/c, ω0 = 2π/T0 , èìååì
T0 = 0.33 · 10−14c = 3.3 ôñ. Èìïóëüñ äåéñòâóåò â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè τ = 40T0 .
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4.1. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé. Ïðîéäÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà ìàëåíüêèé ó÷àñòîê â 20 äëèí
âîëí, èìïóëüñ íà÷èíàåò "ðûòü" êàíàë â ïëàçìå ( t = 20 ) è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ äàëüøå â íàïðàâ-
ëåíèè ãîðèçîíòàëüíîé îñè (ðèñ.3à, âðåìÿ t = 82.5 ). Ïåðâûìè íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ ýëåêòðîíû,
íà ðèñóíêå îò÷åòëèâî âèäíî îáðàçîâàíèå êèëüâàòåðíûõ âîëí. Ñïóñòÿ t = 300 óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñòàáèëüíûé ýëåêòðîííûé êàíàë, êîòîðûé ñóùåñòâóåò îêîëî t = 600 âðåìåí (ðèñ.3b).

Ðèñ. 3a. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå ìîìåíòó âðåìåíè t=82.5.

Ðèñ. 3b. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå ìîìåíòó âðåìåíè t=382.5.
Äàííîå ÿâëåíèå îáúÿñíÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé ôîêóñèðîâêîé èìïóëüñà â ñëîå I. Çäåñü íà-

áëþäàåòñÿ ýôôåêò ñàìîôîêóñèðîâêè èìïóëüñà çà ñ÷åò âûäóâàíèÿ ýëåêòðîíîâ èç îáëàñòè.
Ñîçäàííûé êàíàë ñïîñîáñòâóåò ïðîäâèæåíèþ èîíîâ, âñëåäñòâèå ÷åãî íà÷èíàåò ôîðìèðî-

âàòüñÿ èîííûé êàíàë. Îäíàêî èç-çà ñðàâíèòåëüíî áîëüøîãî îòíîøåíèÿ ìàññ ÷àñòèö ôîðìè-
ðîâàíèå êàíàëà è âûäóâàíèå èîíîâ ïðîèñõîäèò ìåíåå äèíàìè÷íî è â áîëåå ïîçäíèé ïåðèîä
âðåìåíè (ðèñ4à).

Åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî äâèæåíèÿ èîíîâ ïðåäñòàâëåíî â âèäå ôàçîâîé ïëîñêîñòè (ðèñ5).
Âîçìóùåíèÿ îçíà÷àþò óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè çà ñ÷åò âûëåòà èîíîâ â ìåíåå ïëîòíóþ ñðåäó.
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Ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ïåðâûé ñëîé èìïóëüñ âÿçíåò â ïëàçìå è âûõîäèò èç íåå ñ ýíåðãèåé,
íåäîñòàòî÷íîé äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ êàíàëà âî âòîðîé îáëàñòè. Íà ðèñ4b ïðîäåìîíñòðèðîâàí òîò
ôàêò, ÷òî âîçíèêàåò õàîòè÷íîå äâèæåíèå ÷àñòèö.

Ðèñ. 4a. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè èîíîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå ìîìåíòó âðåìåíè t=525.0.

Ðèñ. 4b. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè èîíîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå ìîìåíòó âðåìåíè t=1000.0.
Ñëåäóåò îòìåòèòü è òîò ôàêò, ÷òî ïðè ïðîõîæäåíèè èìïóëüñà â ïåðâîì ïëàçìåííîì ñëîå

îáðàçóåòñÿ ñîëèòîí â ìîìåíò âðåìåíè t = 45 , êîòîðûé ñóùåñòâóåò â òå÷åíèå ∆t = 60 , ïîêà
íå äîõîäèò äî ïðàâîé ãðàíèöû ïåðâîé çîíû (ðèñ.6).

Êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Êàíàë ïî÷òè ðàññåÿëñÿ, ñëåâà íàáëþäàåòñÿ äèôôóçèÿ ýëåê-
òðîíîâ ïîä äåéñòâèåì îòðàæåííîé âîëíû, î êîòîðîé ìû óïîìèíàëè â íà÷àëå îïèñàíèÿ îïûòà.

Çàêëþ÷åíèå. Â ïðåäñòàâëåííîé ñòàòüå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
óñêîðåíèÿ ÷àñòèö â ìíîãîñëîéíîé ïëàçìå ñ èñïîëüçîâàíèåì PIC-êîäà . Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé
âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåðõñèëüíîãî ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîãî èìïóëüñà ñ äâóñëîéíîé íåéòðàëüíîé
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ïëàçìîé. Ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ëàçåðíîãî èìïóëüñà è ñðåäû, ïðè êîòîðûõ îáðàçó-
þòñÿ ýëåêòðîííûé è èîííûé êàíàëû.

Ðèñ. 5. Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü (x, px) .

Ðèñ. 6. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ìîìåíò âðåìåíè t=82.5.
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Î ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÄËß
ÃÈÁÐÈÄÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÉ

c© 2005 ã. Ï. À. Òî÷èëèí

1. Ââåäåíèå. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíêðåòíàÿ ãèáðèäíàÿ ñèñòåìà ñ ëèíåéíîé ñòðóê-
òóðîé � ñîâîêóïíîñòü äâóõ ñèñòåì ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñïåöèàëü-
íîãî ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò çàìåíà îäíîé ñèñòåìû íà äðóãóþ. Ìàòåìàòè÷å-
ñêèé îáúåêò, íàçûâàåìûé "ãèáðèäíîé ñèñòåìîé", â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåíñèâíî èçó÷àåòñÿ, è ÿâëÿåòñÿ
èíòåðåñíûì êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåé òåîðèè òàêèõ ñèñòåì, òàê è â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè ïðèëîæåíè-
ÿìè. Òî÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ìîäåëè ãèáðèäíîé ñèñòåìû ìîæåò ðàçëè÷àòüñÿ, â çàâèñèìîñòè
îò èçó÷àåìûõ ïðîáëåì.

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû
ìíîæåñòâà âñåõ åå ïîçèöèé â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè, èç êîòîðûõ ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïåðåâåñòè
â çàäàííîå öåëåâîå ìíîæåñòâî â ôèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ò.å. ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè). Ïîìèìî
ýòîãî, ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ ïîçèöèé ãèáðèäíîé ñèñòåìû òàêèõ, ÷òî, ñòàðòóÿ èç
êàêîé-ëèáî èç ýòèõ ïîçèöèé â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè èç çàäàííîãî îòðåçêà, òðàåêòîðèÿ ãèáðèäíîé
ñèñòåìû ìîæåò äîñòè÷ü öåëåâîãî ìíîæåñòâà â ôèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

Êðîìå òîãî, â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ïðîáëåìû, õàðàêòåðíûå äëÿ ãèáðèäíûõ ñèñòåì è ÿâëÿþùèåñÿ
íåâîçìîæíûìè ïðè èçó÷åíèè ñèñòåì, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ îäíèìè ëèøü ëè-
íåéíûìè îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ñðåäè òàêèõ ïðîáëåì: âîçìîæíîñòü ïó-
ñòîãî ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè, íåâûïóêëîñòü è íåñâÿçíîñòü äàííîãî ìíîæåñòâà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîáëåìà îïèñàíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ ðàçðåøèìîñòè äëÿ ãèáðèäíûõ ñèñ-
òåì åùå íå äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíà. Ñóùåñòâóåò îáùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ìíîæåñòâ, ñâÿ-
çàííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëëèïñîèäàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé, îäíàêî â äàííîé ðàáîòå îí íå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ: àêöåíò äåëàåòñÿ íà ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ, ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþùèõ õàðàêòåðíûå ÷åðòû
êîíêðåòíîé ãèáðèäíîé ñèñòåìû, à ïîòîìó äàþùèõ áîëåå êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû, íåæåëè îáùèé ìå-
òîä.

Áîëüøîå âíèìàíèå â äàííîé ðàáîòå óäåëÿåòñÿ ðàçëè÷íûì ÷èñëåííûì ìåòîäàì äëÿ ïîñòðîåíèÿ
óïîìÿíóòûõ ìíîæåñòâ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàäàíû äâå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẋ(1) = A(1)x(1) + B(1)u(1) + f (1)(t) (1)

ẋ(2) = A(2)x(2) + B(2)u(2) + f (2)(t) (2)
Äàííûå ñèñòåìû îïèñûâàþò äèíàìèêó òî÷êè íà ïëîñêîñòè ( x(1), x(2) ∈ R2 ), u(1) , u(2) � äâóìåðíûå
óïðàâëåíèÿ, ìàòðèöû A(i), B(i) (i = 1, 2) � ïîñòîÿííûå, f (i)(t) - èçâåñòíûå âåêòîð-ôóíêöèè. Âíà÷àëå
çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé (1). Â R2 çàäàí ïðÿìîóãîëüíèê P = {x ∈ R2 : a ≤ x1 ≤
b, c ≤ x2 ≤ d} , ãäå 0 < a < b , 0 < c < d - ôèêñèðîâàííûå êîíñòàíòû. Ïóñòü èç íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî
ïîëîæåíèÿ † x0 = x(1)(t = 0) âûïóùåíà òðàåêòîðèÿ, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (1).
Ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè t âîçìîæíî ïîïàäàíèå òî÷êè x(1)(t) íà ìíîæåñòâî P . Ïðè êàæäîì òàêîì
ïîïàäàíèè òî÷êà x(1)(t) ìîæåò ñòàòü íà÷àëüíîé ïîçèöèåé äëÿ äàëüíåéøåãî äâèæåíèÿ ïî çàêîíó, çàäà-
âàåìîìó óðàâíåíèÿìè (2) (íà ïðÿìîóãîëüíèêå P ïðîèñõîäèò ñìåíà çàêîíà äâèæåíèÿ, ïåðåêëþ÷åíèå
ñèñòåìû‡). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåêëþ÷åíèå ñèñòåìû ìîæåò ïðîèçîéòè åäèíñòâåííûé ðàç, è ïîñëå
íåãî òðàåêòîðèÿ óæå íå ìîæåò ñìåíèòü çàêîí äâèæåíèÿ.

Îïðåäåëèì òåïåðü êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé U(P) :
Îïðåäåëåíèå 1. Êëàññîì äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé U(P) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïðîãðàììíûõ

óïðàâëåíèé u = u(t) � ôóíêöèé, çàäàííûõ íà íåêîòîðîì îòðåçêå âðåìåíè, ÿâëÿþùèõñÿ êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûìè, íåïðåðûâíûìè ñïðàâà âî âñåõ òî÷êàõ è óäîâëåòâîðÿþùèõ âñþäó íåêîòîðûì ãåîìåòðè-
÷åñêèì îãðàíè÷åíèÿì: u(t) ∈ P . Ìíîæåñòâî P , çàäàþùåå ãåîìåòðè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå,
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è íå çàâèñèò îò t .

†Âñþäó äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: âåðõíèé èíäåêñ, âçÿòûé â ñêîáêè, îáîçíà÷àåò íîìåð
òåêóùåé, àêòèâíîé ñèñòåìû.

‡Áóäåì äàëåå îòëè÷àòü ïîíÿòèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ (êîãäà â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ óïðàâ-
ëÿþùèé ïàðàìåòð ðåçêî èçìåíÿåò ñâîå çíà÷åíèå) è ïåðåêëþ÷åíèÿ ñèñòåìû, îáóñëîâëåííîãî åå ãèáðèäíîñòüþ.
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Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü êëàññû äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé äëÿ ñèñòåì (1), (2) : u(1)(·) ∈ U(P1) ,
u(2)(·) ∈ U(P2) , ãäå P1 , P2 - ôèêñèðîâàííûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà.

Îïèñàííûé âêðàòöå îáúåêò � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãèáðèäíîé ñèñòåìû ñ
ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé (â äàííîì ñëó÷àå ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé).

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíî íåêîòîðîå âûïóêëîå, êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî W . Ïóñòü òàêæå çàôèê-
ñèðîâàí ìîìåíò âðåìåíè t1 > 0 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(i)(t1, t0, x0|u(i)(·)) ( t0 ≤ t1 , u(i)(·) ∈ U(Pi) ) òî÷êó
òðàåêòîðèè i -îé ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t1 , âûïóùåííîé èç íà÷àëüíîé ïîçèöèè (t0, x(i)(t0) = x0)
è ïîäñ÷èòàííîé ïðè ïîäñòàíîâêå â ñîîòâåòñòâóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðåàëèçàöèè ïðî-
ãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ u(i)(t) , t ∈ [t0, t1] .

Îïðåäåëåíèå 2.Ìíîæåñòâîì ðàçðåøèìîñòè i -îé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé W (i)(t0,
t1,W ) â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ≤ t1 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ x , äëÿ êàæ-
äîãî èç êîòîðûõ íàéäåòñÿ u(i)(t) ∈ U(Pi) ( t ∈ [t0, t1] ) òàêîå, ÷òî x(i)(t1, t0, x|u(i)(·)) ∈ W .

Îïðåäåëèì òåïåðü ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè ãèáðèäíîé ñèñòåìû â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè,
ïîñòðîåíèå êîòîðîãî è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâîì ðàçðåøèìîñòè ãèáðèäíîé ñèñòåìû W (t0, t1,W ) â ôèêñèðîâàííûé
ìîìåíò âðåìåíè t0 ≤ t1 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ x , äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ τ ∈ [t0, t1] ,
ξ ∈ P , u(1)(t) ∈ U(P1) ( t ∈ [t0, τ ] ), u(2)(t) ∈ U(P2) ( t ∈ [τ, t1] ) òàêèå, ÷òî x(1)(τ, t0, x|u(1)(·)) = ξ è
x(2)(t1, τ, ξ|u(2)(·)) ∈ W .

Êðîìå ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè W (t0, t1,W ) â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè, áóäåì òàêæå
èññëåäîâàòü òðóáêó ðàçðåøèìîñòè - ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå W [t] = W (t, t1, W ) , t ∈ [0, t∗] , ãäå
ïàðàìåòð t∗ ∈ [0, t1] áóäåò ïîÿñíåí íåñêîëüêî ïîçæå. Òàêæå â ðàáîòå áóäåò èçó÷åíî ìíîæåñòâî ðàç-
ðåøèìîñòè ãèáðèäíîé ñèñòåìû íà îòðåçêå âðåìåíè - W ∗(t0, t1,W ) = ∪W (t, t1,W ) , ãäå îáúåäèíåíèå
áåðåòñÿ ïî t ∈ [t0, t∗] . Åãî òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 4.Ìíîæåñòâîì ðàçðåøèìîñòè ãèáðèäíîé ñèñòåìû W ∗(t0, t1,W ) íà îòðåçêå âðåìåíè
[t0, t∗] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ x , äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ t̃ ∈ [t0, t∗] , τ ∈ [t̃, t1] , ξ ∈
P , u(1)(t) ∈ U(P1) ( t ∈ [t̃, τ ] ), u(2)(t) ∈ U(P2) ( t ∈ [τ, t1] ) òàêèå, ÷òî x(1)(τ, t̃, x|u(1)(·)) = ξ è
x(2)(t1, τ, ξ|u(2)(·)) ∈ W .

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0 áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü t0 = 0 .
Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî W - ýòî øàð ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå p = (p1, p2)′ .

Ïóñòü ñèñòåìà (1) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
{

ẋ
(1)
1 = x

(1)
2

ẋ
(1)
2 = −x

(1)
1

(3)

Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà íåóïðàâëÿåìà è èìååò òðàåêòîðèè, îäíîçíà÷íî çàâèñÿùèå îò íà÷àëüíûõ
çíà÷åíèé x(1)(0) . Ìíîæåñòâî P1 ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Ïóñòü ñèñòåìà (2) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
{

ẋ
(2)
1 = u

(2)
1 + λ cos(t)

ẋ
(2)
2 = u

(2)
2 − µ sin(t)

(4)

Äëÿ ñèñòåìû (4) P2 = {u ∈ R2 : u2
1 + u2

2 ≤ ε2} . Ïàðàìåòðû µ , λ , ε ïîëîæèòåëüíû è ñ÷èòàþòñÿ
èçâåñòíûìè. Òðàåêòîðèè äàííîé ñèñòåìû (áåç ó÷åòà óïðàâëåíèÿ) ñîâåðøàþò âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå
ïî ýëëèïñó ñ íóëåâûì öåíòðîì è ïîëóîñÿìè λ è µ .

Íèæå áóäåò ïðèâåäåíî îïèñàíèå èñêîìûõ ìíîæåñòâ W (t0 = 0, t1,W ) , W [t] , W ∗(t0 = 0, t1,W ) ,
à òàêæå ÷èñëåííûå ìåòîäû ïîèñêà èõ àïïðîêñèìàöèé. Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåíèå èìåííî íóëåâîãî
íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè íå ïðèíöèïèàëüíî: òî÷íî òàêèå æå ìåòîäû ìîæíî çàäåéñòâîâàòü ïðè
ïîèñêå ìíîæåñòâ ðàçðåøèìîñòè W (t0, t1,W ) è W ∗(t0, t1,W ) â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò t0 < t1 .

3. Ïóñòîòà ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè ãèáðèäíîé ñèñòåìû. Ïîèñê ìîìåíòîâ ïåðåêëþ-
÷åíèÿ ñèñòåìû. Â ïðèâåäåííîì âûøå îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè ãèáðèäíîé ñèñòåìû
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íà ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàåêòîðèÿõ ïðîèñõîäèëî ïåðåêëþ÷åíèå ñèñòåìû íà ìíîæåñòâå
P . Äàííîå òðåáîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ íå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ è íå ïðè âñåõ âåëè÷èíàõ t1 .
Èçó÷èì, êîãäà îíî âñå æå âûïîëíÿåòñÿ, è êîãäà ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè, ïîñòðîåííîå ñîãëàñíî îïðå-
äåëåíèþ , íå áóäåò ïóñòûì.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñèñòåìó (4). Íàéäåì ìîìåíòû âðåìåíè è ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà P , ñòàðòóÿ
ñ êîòîðûõ è äâèãàÿñü ïî çàêîíó, îïèñûâàåìîìó óðàâíåíèÿìè (4) ïðè íåêîòîðîì u(2)(·) ∈ U(P2) , òî÷êà
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x(2)(t1) ïîïàäàåò âî ìíîæåñòâî W . Ñîãëàñíî ôîðìóëå Êîøè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì ëè-
íåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äëÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè âòîðîé ñèñòåìû
ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå:

W (2)(t, t1,W ) = X(2)(t, t1)W −
∫ t1

t

(
X(2)(t, τ)P2 +

(
λ cos τ
−µ sin τ

))
dτ =

= Br+ε(t1−t)(p) +
(

λ(sin t− sin t1)
µ(cos t− cos t1)

)
= Br+ε(t1−t)(p(t)) (5)

Çäåñü Br+ε(t1−t)(p(t)) - øàð ðàäèóñà r + ε(t1 − t) ñ öåíòðîì â òî÷êå p(t) . Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà
X(2)(t, τ) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè:

{
∂X(2)(t,τ)

∂t = 0
X(2)(τ, τ) = E

, à çíà÷èò X(2)(t, τ) = E

Âåêòîð p(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p(t) =
(

p1(t)
p2(t)

)
= p +

(
λ(sin t− sin t1)
µ(cos t− cos t1)

)

Àíàëèçèðóÿ îïîðíóþ ôóíêöèþ êî ìíîæåñòâó W (2)(t, t1,W ) â íàïðàâëåíèÿõ (1, 0)′ ,
(−1, 0)′ , (0, 1)′ , (0,−1)′ , âèäèì, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïåðåñå÷åíèÿ W (2)(t, t1,W ) è P ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ:

p1 + r + ε(t1 − t) + λ(sin t− sin t1) ≥ a (6)
−p1 + r + ε(t1 − t)− λ(sin t− sin t1) ≥ −b (7)
p2 + r + ε(t1 − t) + µ(cos t− cos t1) ≥ c (8)

−p2 + r + ε(t1 − t)− µ(cos t− cos t1) ≥ −d (9)
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðè ðàçíûõ ñëó÷àÿ: 1)
p(t) ∈ P , 2) p1(t) ∈ [a, b] èëè p2(t) ∈ [c, d] , íî p(t) /∈ P , 3) p1(t) /∈ [a, b] è p2(t) /∈ [c, d] . Â ïåð-
âîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ W (2)(t, t1,W ) è P . Â ñëó÷àå 2) âûïîëíåíèÿ
íåðàâåíñòâ (6)-(9) äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû óêàçàííûå ìíîæåñòâà ïåðåñåêàëèñü. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé
3) . Ïóñòü q = (q1, q2)′ - òà èç ÷åòûðåõ âåðøèí P , êîòîðàÿ áëèæå âñåãî ê òî÷êå p(t) . Òîãäà íåîáõîäèìîå
è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

||p(t)− q|| ≤ r + ε(t1 − t) (10)
Èç ïðèâåäåííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè ãèáðèäíîé ñèñòåìû W (0, t1,W )

íå áóäåò ïóñòûì, åñëè íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå t ∈ [0, t1] , äëÿ êîòîðîãî áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íåðà-
âåíñòâà (6)-(9) èëè óñëîâèå (10), â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè p(t) . Â äàííîì ñëó÷àå íåîáõîäèìû-
ìè óñëîâèÿìè íåïóñòîòû ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû
ñèñòåìû (òîëüêî ïðè òàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ äëÿ êàæäîãî èç íåðàâåíñòâ (6)-(9) íàéäåòñÿ t ∈ [0, t1] , ïðè
êîòîðîì îíî âûïîëíÿåòñÿ ( t - ñâîå äëÿ êàæäîãî íåðàâåíñòâà)):





a + λ sin(t1)− p1 − r − εt1 ≤ M1

−b− λ sin(t1) + p1 − r − εt1 ≤ M2

c + µ cos(t1)− p2 − r − εt1 ≤ µ
−d− µ cos(t1) + p2 − r − εt1 ≤ M4

(11)

M1 =

{
λ sin(arccos(ε/λ))− ε arccos(ε/λ) , åñëè ε ≤ λ è arccos(ε/λ) ∈ [0, t1]
λ sin(t1)− εt1 , åñëè ε ≤ λ è arccos(ε/λ) ≥ t1
0 , åñëè ε > λ

M2 =





max{0, λ sin(arccos(ε/λ))− ε(π + arccos(ε/λ))} , åñëè ε ≤ λ , π + arccos(ε/λ) ∈ [0, t1]
è λ sin(arccos(ε/λ)) ≥ ε arccos(ε/λ)

max{0,−λ sin(arccos(ε/λ))− ε(π − arccos(ε/λ))} , åñëè ε ≤ λ , π + arccos(ε/λ) ∈ [0, t1]
è λ sin(arccos(ε/λ)) ≤ ε arccos(ε/λ)

max{0,−λ sin(arccos(ε/λ))− ε(π − arccos(ε/λ))} , åñëè ε ≤ λ , π + arccos(ε/λ) /∈ [0, t1]
è π − arccos(ε/λ) ∈ [0, t1]

max{0,−λ sin(t1)− εt1} , åñëè ε ≤ λ è π − arccos(ε/λ) /∈ [0, t1]
0 , åñëè ε > λ
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M4 =





max{0,−µ cos(arcsin(ε/µ))− ε(arcsin(ε/µ))} , åñëè ε ≤ µ , arcsin(ε/µ) ∈ [0, t1]
è 2µ cos(arcsin(ε/µ)) ≤ ε(π − arcsin(ε/µ))

max{0, µ cos(arcsin(ε/µ))− ε(π − 2 arcsin(ε/µ))} , åñëè ε ≤ µ , arcsin(ε/µ) ∈ [0, t1]
è 2µ cos(arcsin(ε/µ)) ≥ ε(π − arcsin(ε/µ))

max{0, µ cos(arcsin(ε/µ))− ε(π − 2 arcsin(ε/µ))} , åñëè ε ≤ µ , arcsin(ε/µ) /∈ [0, t1]
è π − arcsin(ε/µ) ∈ [0, t1]

max{0,−µ cos(t1)− εt1} , åñëè ε ≤ µ è π − arcsin(ε/µ) /∈ [0, t1]
0 , åñëè ε > µ

Âñþäó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äàííûå îãðàíè÷åíèÿ âûïîëíÿþòñÿ. Íàéäåì ìíîæåñòâî ∆ = {τ} ⊆
[0, t1] , íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ W (2)(τ, t1,W ) è P . Â ñëó÷àå, åñëè îíè ïåðå-
ñåêàþòñÿ õîòÿ áû â îäèí ìîìåíò âðåìåíè, ìíîæåñòâî ∆ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà îòðåçêîâ (íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìîãóò âûðîäèòüñÿ â òî÷êè). Åñëè æå óêàçàííûå ìíîæåñòâà íå
ïåðåñåêàþòñÿ, òî ∆ - ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Áóäåì ñíà÷àëà èñêàòü ìíîæåñòâî ∆′ ìîìåíòîâ âðåìåíè t , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (6)-
(9). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ∆′ íå ïóñòî. Ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå: ∆ ⊆ ∆′ .

Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî P â ñëåäóþùåì âèäå:

P = G1 ∩G2 ∩G3 ∩G4 (12)

G1 = {x ∈ R2|x1 ≥ a} , G2 = {x ∈ R2|x1 ≤ b}
G3 = {x ∈ R2|x2 ≥ c} , G4 = {x ∈ R2|x2 ≤ d}

Äëÿ ìíîæåñòâà ∆′ ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå: ∆′ = ∆1 ∩ ∆2 ∩ ∆3 ∩ ∆4 , ãäå ∆i -
ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ τ ∈ [0, t1] , äëÿ êîòîðûõ W (2)(τ, t1,W ) ∩ Gi 6= ∅ . Êàæäîå ìíîæåñòâî ∆i èìååò
ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó: [tmin,i,1, tmax,i,1] ∪ [tmin,i,2, tmax,i,2] ∪ ... ∪ [tmin,i,Mi , tmax,i,Mi ] (Mi - íåêîòîðîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî). Âñå ýòè îòðåçêè ìîæíî íàéòè èç ñîîòâåòñòâóþùåãî íåðàâåíñòâà èç (6)-(9). Â ñèëó
âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (11), êàæäîå èç ìíîæåñòâ ∆i íå ïóñòî. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà
(6)-(9), ìîæíî íàéòè âñå ìíîæåñòâà ∆i , à çíà÷èò è ìíîæåñòâî ∆′ . Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ∆′ ìîæ-
íî ýôôåêòèâíî íàéòè ïðèáëèæåííî, èñïîëüçóÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ñêàëÿðíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ìíîæåñòâà:

∆̃ = {t : p1(t) > b , p2(t) > d} ∪ {t : p1(t) < a , p2(t) > d} ∪ {t : p1(t) < a , p2(t) < c} ∪
∪{t : p1(t) > b , p2(t) < c}

∆∗ = {t : min
q−âåðøèíà P

||p(t)− q|| ≤ r + ε(t1 − t)}

Äàííûå ìíîæåñòâà (áûòü ìîæåò, ïóñòûå) ìîæíî ëåãêî íàéòè ÷èñëåííî. Ïðîöåäóðà èõ ïîèñêà àíàëî-
ãè÷íà îïèñàííîé âûøå äëÿ ìíîæåñòâà ∆′ .

Íàêîíåö, äëÿ ìíîæåñòâà ∆ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

∆ = ∆′ ∩ ((∆∗ ∩ ∆̃) ∪ ∆̃c) (13)

Ôîðìóëà (13) âìåñòå ñ ïðåäøåñòâóþùèìè åé îáîñíîâàíèÿìè äàåò âîçìîæíîñòü ðåàëèçîâàòü ÷èñ-
ëåííûé ìåòîä äëÿ ïîèñêà ìíîæåñòâà ∆ ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøîé òî÷íîñòüþ.

Òåïåðü îïðåäåëèì óæå óïîìèíàâøèéñÿ âûøå ìîìåíò âðåìåíè t∗ ∈ [0, t1] . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ
òîãî, ÷òîáû òðóáêà ðàçðåøèìîñòè W [t] áûëà âñåãäà íå ïóñòà (íå âûðîæäàëàñü) íà îòðåçêå t ∈ [0, t∗] ,
íàäî ïîëîæèòü t∗ < tmax,M . Çäåñü tmax,M - ïðàâûé êîíåö ïîñëåäíåãî èç âðåìåííûõ ñåãìåíòîâ, ñî-
ñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâî ∆ .

4. Ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (3). Ïóñòü
W (1)(τ) = P ∩W (2)(τ, t1,W ) , τ ∈ ∆ . Íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íàéòè òàêîå ìíîæåñòâî
W (1)(t, τ,W (1)(τ)) , t ∈ [0, τ ] , íà÷èíàÿ äâèãàòüñÿ èç êîòîðîãî â ìîìåíò âðåìåíè t ñîãëàñíî óðàâíåíè-
ÿì (1), òî÷êà x(1)(τ) ïîïàäåò âî ìíîæåñòâî W (1)(τ) . Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ñíîâà ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû Êîøè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé:

W (1)(t, τ,W (1)(τ)) = X(1)(t, τ)W (1)(τ) = e(t−τ)A(1)
W (1)(τ) =

=
(

cos(τ − t) − sin(τ − t)
sin(τ − t) cos(τ − t)

)
W (1)(τ) (14)
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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà X(1)(t, τ) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè:
{

∂X(1)(t,τ)
∂t = A(1)X(1)(t, τ)

X(1)(τ, τ) = E
, A(1) =

(
0 1
−1 0

)

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî W (1)(t = 0, τ,W (1)(τ)) ïîëó÷àåòñÿ èç ìíîæåñòâà W (1)(τ) ïîâîðîòîì
íà óãîë τ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Òåïåðü ëåãêî íàéòè ðåøåíèå è îñíîâíîé çàäà÷è: äëÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè ãèáðèäíîé ñèñòåìû
â ôèêñèðîâàííûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

W (t = 0, t1,W ) =
⋃

τ∈∆

W (1)(t = 0, τ, W (1)(τ)) (15)

4.1. Âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû (15) âèäíî, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà
W (0, t1,W ) ìîæíî ÷èñëåííî ïîñòðîèòü âíóòðåííþþ àïïðîêñèìàöèþ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

1) Èñõîäÿ èç îïèñàííûõ âûøå ôîðìóë (6)-(10), (12), (13) íàõîäèòñÿ ïðèáëèæåííî ìíîæåñòâî ∆ .
Ñòðîèòñÿ ðàçáèåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà (ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ïî τ ∈ ∆ ).

2) Äëÿ êàæäîãî èç óçëîâ ðàçáèåíèÿ τi ñòðîèòñÿ ìíîãîóãîëüíèê P (τi) , àïïðîêñèìèðóþùèé èç-
íóòðè ìíîæåñòâî W (1)(τi) . Ïðè ýòîì âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: ëèáî ïåðåáèðàþòñÿ âñå âîçìîæ-
íûå ñèòóàöèè, âîçíèêàþùèå ïðè ïåðåñå÷åíèè êðóãà W (2)(τi, t1,W ) è ïðÿìîóãîëüíèêà P (èõ
íàñ÷èòûâàåòñÿ 13 , à ñ ó÷åòîì ïðîñòðàíñòâåííîé îðèåíòàöèè - 45 ) è W (1)(τi) ïîëó÷àåòñÿ ïî ÿâ-
íûì, ïðîñòûì ôîðìóëàì, ëèáî æå èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå (12), ñòðîÿòñÿ ìíîãîóãîëüíèêè,
àïïðîêñèìèðóþùèå èçíóòðè ìíîæåñòâà W (2)(τi, t1,W ) ∩Gi , à ìíîãîóãîëüíèê, àïïðîêñèìèðóþ-
ùèé W (1)(τi) , íàõîäèòñÿ ÷èñëåííî, êàê èõ ïåðåñå÷åíèå.

3) Êàæäîå èç ïîñòðîåííûõ ìíîæåñòâ P (τi) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (14). Îáúåäèíåíèå ïîëó-
÷èâøèõñÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ è åñòü èñêîìàÿ âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè
ãèáðèäíîé ñèñòåìû.

Îöåíèì òî÷íîñòü ïîäîáíîé âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ∆ íàì
èçâåñòíî òî÷íî. Ïóñòü h(A,B) - õàóñäîðôîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó êîìïàêòàìè A è B , ò.å.

h(A,B) = min{ε ≥ 0 : A + Bε(0) ⊇ B , B + Bε(0) ⊇ A}
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àïïðîêñèìèðóþùèå ìíîãîóãîëüíèêè P (τi) ñòðîÿòñÿ òàê, ÷òî P (τi) ⊆ W (1)(τi) ,
h(P (τi),W (1)(τi)) ≤ K , ãäå K - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïðè âðàùåíèè ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êî-
îðäèíàò íà îäèí è òîò æå óãîë õàóñäîðôîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè íå èçìåíÿåòñÿ, ò.å. h(X(1)(t, τi)P (τi), X(1)(t, τi)W (1)(τi)) ≤
K . Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

h

(⋃

i

X(1)(0, τi)P (τi),
⋃

i

W (1)(0, τi,W
(1)(τi))

)
≤ K (16)

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (5) è îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà W (1)(τ) , äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé θ > 0
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

h(W (1)(τ),W (1)(τ + θ)) ≤ εθ +
√

λ2(sin(τ + θ)− sin(τ))2 + µ2(cos(τ + θ)− cos(τ))2 (17)

Òàê êàê W (1)(τ) ⊆ P äëÿ ëþáûõ τ ∈ ∆ , òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè W (1)(τ) è W (1)(τ + θ)
ïîñëå èõ ïîâîðîòà íà óãëû τ è τ + θ ñîîòâåòñòâåííî ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h(X(1)(0, τ)W (1)(τ), X(1)(0, τ + θ)W (1)(τ + θ)) ≤
√

2(b2 + d2)(1− cos θ) +

+εθ +
√

λ2(sin(τ + θ)− sin(τ))2 + µ2(cos(τ + θ)− cos(τ))2 (18)

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî τ ∈ ∆ íàéäåòñÿ òàêîå τi(τ) èç ñåòêè {τi} , ÷òî |τ − τi(τ)| ≤ δ , ãäå δ - íåêîòîðàÿ
êîíñòàíòà. Òîãäà áóäåò ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

h

(⋃

i

W (1)(0, τi,W
(1)(τi)),

⋃

τ∈∆

W (1)(0, τ, W (1)(τ))

)
≤

√
2(b2 + d2)(1− cos δ) +

+εδ +
√

λ2(sin(τ + δ)− sin(τ))2 + µ2(cos(τ + δ)− cos(τ))2 (19)
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Òåïåðü ìîæíî îöåíèòü òî÷íîñòü ïîñòðîåííîé àïïðîêñèìàöèè:

h

(⋃

i

X(1)(0, τi)P (τi),
⋃

τ∈∆

W (1)(0, τ, W (1)(τ))

)
≤

≤ h

(⋃

i

W (1)(0, τi, W
(1)(τi)),

⋃

τ∈∆

W (1)(0, τ, W (1)(τ))

)
+

+h

(⋃

i

X(1)(0, τi)P (τi),
⋃

i

W (1)(0, τi, W
(1)(τi))

)
≤

≤ K +
√

2(b2 + d2)(1− cos δ) + εδ +
√

λ2(sin(τ + δ)− sin(τ))2 + µ2(cos(τ + δ)− cos(τ))2 (20)

Èç ôîðìóëû (20) âèäíî, ÷òî êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè óëó÷øàåòñÿ ïðè îäíîâðåìåííîì óâåëè÷åíèè ÷èñ-
ëà òî÷åê â ñåòêå ïî τ ∈ ∆ (ò.å. ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà δ ) è ïðè óëó÷øåíèè òî÷íîñòè àïïðîêñè-
ìàöèè ìíîæåñòâ W (1)(τi) ìíîãîãðàííèêàìè P (τi) (ò.å. ïðè óìåíüøåíèè âåëè÷èíû K ).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü âíóòðåííèå àïïðîêñèìàöèè äëÿ ìíîæåñòâà
W ∗(t = 0, t1,W ) è äëÿ òðóáêè ðàçðåøèìîñòè W [t] : íàäî ëèøü ââåñòè ñåòêó {ti} ïî ïàðàìåòðó
t ∈ [0, t∗] , äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ti ïðè ïîìîùè îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà ïîñòðîèòü àïïðîêñè-
ìàöèþ W (ti, t1, W ) . Äàëåå, â ñëó÷àå ñ W ∗(t = 0, t1,W ) íàäî âçÿòü îáúåäèíåíèå ïîñòðîåííûõ àïïðîê-
ñèìàöèé. Â ñëó÷àå ñ òðóáêîé ðàçðåøèìîñòè íàäî ïðîèíòåðïîëèðîâàòü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå íà
îòðåçêàõ [ti, ti+1] ñ ó÷åòîì íàéäåííûõ àïïðîêñèìàöèé â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ýòèõ îòðåçêîâ. Â ïîëíîé
àíàëîãèè ñ ïðèâåäåííûì âûøå ìîæíî íàéòè îöåíêè òî÷íîñòè ïîñòðîåííûõ àïïðîêñèìàöèé.

4.2. Âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Ïðåæäå âñåãî, èç õàðàêòåðà ñèñòåìû (1), èç ôîðìû ìíîæåñòâà
P è ôîðìóë (14), (15) ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèå âëîæåíèÿ:

• Åñëè t1 − t + arctg(d/a)− arctg(c/b) ≥ 2π , òî

W (t, t1,W ) ⊆ {x = (x1, x2)′ = (r cos(α), r sin(α))′|r ∈ [
√

a2 + c2,
√

b2 + d2] , α ∈ [0, 2π]} (21)

• Åñëè t1 − t + arctg(d/a)− arctg(c/b) < 2π , òî

W (t, t1, W ) ⊆ {x = (x1, x2)′ = (r cos(α), r sin(α))′|r ∈ [
√

a2 + c2,
√

b2 + d2] ,
α ∈ [arctg(c/b), arctg(d/a) + t1 − t]} (22)

Òåïåðü ïîëó÷èì ãðóáóþ îöåíêó âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà W (0, t1,W ) , îöåíèâ ñâåðõó çíà÷å-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îïîðíîé ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàííîì íàïðàâëåíèè l ( ||l|| = 1 ):

ρ(l|W (0, t1,W )) = ρ(l|
⋃

τ∈∆

(X(1)(0, τ)(P ∩W (2)(τ, t1, W )))) =

= max
τ∈∆

ρ(l|X(1)(0, τ)(P ∩W (2)(τ, t1,W ))) ≤

≤ max
τ∈∆

min{ρ(l|X(1)(0, τ)P ), ρ(l|X(1)(0, τ)W (2)(τ, t1, W ))} ≤

≤ min{max
τ∈∆

ρ(l|X(1)(0, τ)P ), max
τ∈∆

ρ(l|X(1)(0, τ)W (2)(τ, t1,W ))} (23)

max
τ∈∆

ρ(l|X(1)(0, τ)P ) = max{max
τ∈∆

< l, X(1)(0, τ)v1 >, ..., max
τ∈∆

< l, X(1)(0, τ)v4 >} (24)

Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè v1, ..., v4 - âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà P .
Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîå ìíîæåñòâî (êîòîðîå åùå áóäåò â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàíî):

∆̂ = (∆ ∩ [0, 2π]) ∪ ((∆ ∩ [2π, 4π])− 2π) ∪ ... ∪ ((∆ ∩ [2π(k − 1), 2πk])− 2π(k − 1)) (25)

Â äàííîì âûðàæåíèè k ≥ 1 - íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî 2πk ≥ t , ∀t ∈ ∆ .
Ïóñòü φ(l) - óãîë âåêòîðà l â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ( φ(l) ∈ [0, 2π) ). Äëÿ êàæäîãî i =

1, 2, 3, 4 ðåøàåì ñëåäóþùóþ ïîäçàäà÷ó:

τ∗i = argmin{min{||φ(vi) + τ − φ(l)||, ||φ(vi) + τ − φ(l) + 2π||, ||φ(vi) + τ − φ(l)− 2π||}|τ ∈ ∆̂}
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Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

max
τ∈∆

ρ(l|X(τ)P ) = max{< l, X(τ∗1 )v1 >,< l, X(τ∗2 )v2 >,< l, X(τ∗3 )v3 >,< l, X(τ∗4 )v4 >} (26)

Äëÿ âåëè÷èíû maxτ∈∆ ρ(l|X(τ)W (2)(τ, t1, W )) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

max
τ∈∆

ρ(l|X(τ)W (2)(τ, t1,W )) = max
τ∈∆

(< l,X(τ)p(τ) > +r + ε(t1 − τ)) (27)

Ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò τ è ñòîÿùàÿ ïîä ìàêñèìóìîì â ïîñëåäíåé ôîðìóëå, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, è åå
ìàêñèìèçàöèþ íà ìíîæåñòâå ∆ ìîæíî ïðîâîäèòü ÷èñëåííî.

Òàêèì îáðàçîì, óêàçàí ìåòîä ïîäñ÷åòà íåêîòîðîé àïïðîêñèìàöèè îïîðíîé ôóíêöèè â çàäàííîì
íàïðàâëåíèè l . Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè (23), êàê ôóíêöèÿ îò l , âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ôóíêöèåé ê êàêîìó-òî ìíîæåñòâó, íî âñå æå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü âíåøíþþ
àïïðîêñèìàöèþ ê âûïóêëîé îáîëî÷êå ìíîæåñòâà W (0, t1,W ) (íåêîòîðûé àïïðîêñèìèðóþùèé ìíîãî-
óãîëüíèê). Äëÿ óòî÷íåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ïîëåçíî òàêæå çàäåéñòâîâàòü îöåíêè (21), (22), ñïîñîáíûå
ñäåëàòü ðåçóëüòèðóþùåå àïïðîêñèìèðóþùåå ìíîæåñòâî íåâûïóêëûì.

5. Èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèè öåíû. Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû ìîæíî
òàêæå îïèñàòü ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåííîé ôóíêöèè öåíû.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

V (t, x) = min
u(·),x∗∈P

{d(x(2)(t1), W )|x(1)(t) = x} (28)

Çäåñü ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì äîïóñòèìûì òðàåêòîðèÿì ãèáðèäíîé ñèñòåìû, ò.å. òàêèì
òðàåêòîðèÿì, êîòîðûå ñòàðòóþò èç òî÷êè x , èçìåíÿþòñÿ âíà÷àëå â ñîîòâåòñòâèè ñ ñèñòåìîé (3), â
íåêîòîðûé ìîìåíò äîñòèãàþò ìíîæåñòâà P (áûòü ìîæåò íå âïåðâûå è íå îáÿçàòåëüíî íà ãðàíèöå),
ïåðåêëþ÷àþòñÿ íà ñèñòåìó (4) è äàëåå èçìåíÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ åå óðàâíåíèÿìè (ïðè íåêîòîðîì
óïðàâëåíèè u(2)(·) ∈ U(P2) ) âïëîòü äî ìîìåíòà âðåìåíè t1 . Äëÿ òåõ òî÷åê (t, x) , äëÿ êîòîðûõ äîïó-
ñòèìûõ òðàåêòîðèé íå ñóùåñòâóåò (íåâîçìîæíî ê ìîìåíòó âðåìåíè t1 äîéòè äî P , äâèãàÿñü â ñèëó
ñèñòåìû (3)), ïîëîæèì V (t, x) = +∞ . Äëÿ ôóíêöèè V (t, x) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå§:

V (t, x) = min
x∗∈P,τ∈[t,t1]

{(1− sgn(||X(1)(τ, t)x− x∗||))V (2)(τ, x∗) + sgn(||X(1)(τ, t)x− x∗||)(+∞)} (29)

Çäåñü ôóíêöèÿ V (2)(t, x) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V (2)(t, x) = min
u(·)

{d(x(2)(t1),W )|x(2)(t) = x}

Â äàííîì âûðàæåíèè ìèíèìèçàöèÿ âåäåòñÿ ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (4) (íåãèáðèäíîé), ñîîòâåòñòâó-
þùèì âñåâîçìîæíûì óïðàâëåíèÿì u(·) ∈ U(P2) . Ôóíêöèþ V (2)(t, x) ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ âûïóêëîãî
àíàëèçà (îïèñàííûõ, íàïðèìåð, â [1]) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

V (2)(t, x) = max
l:||l||≤1

{< l, x− p + g(t) > −(ε(t1 − t) + r)||l||} = max{0, ||x− p + g(t)|| − (ε(t1− t) + r)} (30)

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

g(t) =
∫ t1

t

(
λ cos(t)
−µ sin(t)

)
dt =

(
λ(sin(t1)− sin(t))
µ(cos(t1)− cos(t))

)

Ôîðìóëà (29) âûðàæàåò ïðîñòóþ èäåþ: äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà â (28) íàäî ñíà÷àëà óçíàòü,
ìîæíî ëè â ïðèíöèïå äîéòè äî ìíîæåñòâà P çà èìåþùååñÿ âðåìÿ, à åñëè ìîæíî, òî íàäî íàéòè
íàèáîëåå âûãîäíóþ ïîçèöèþ äëÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ íà ñèñòåìó (4).

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè V (t, x) âèäíî, ÷òî äëÿ èñêîìîãî ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè ñïðàâåäëèâî
âûðàæåíèå:

W (0, t1,W ) = {x ∈ R2|V (0, x) ≤ 0} (31)
Ñëåäîâàòåëüíî, çíàÿ ôóíêöèþ öåíû, ìîæíî íàéòè ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè.

§Ñ÷èòàåì, ÷òî 0 · (+∞) = 0 , c · (+∞) = (+∞) , ∀c > 0 . Ìîæíî îáîéòèñü è áåç ýòîãî èñêóññòâåííîãî
ñîãëàøåíèÿ, åñëè âìåñòî +∞ âçÿòü êàêîå-òî ôèêñèðîâàííîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî.
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Àíàëîãè÷íî, ïðè ïîìîùè äàííîé ôóíêöèè öåíû ìîæíî ïîñòðîèòü òðóáêó ðàçðåøèìîñòè W [t] è
ìíîæåñòâî W ∗(0, t1,W ) :

W [t] = {x ∈ R2|V (t, x) ≤ 0} , ∀t ∈ [0, t∗] (32)
W ∗(0, t1,W ) = {x ∈ R2|( min

t∈[0,t∗]
{V (t, x)}) ≤ 0} (33)

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëó (29) ìîæíî óëó÷øèòü: âî-ïåðâûõ, ìèíèìèçàöèþ ìîæíî ïðîâîäèòü íå ïî
âñåì τ ∈ [t, t1] , à òîëüêî ïî òåì, êîòîðûå ëåæàò âî ìíîæåñòâå ∆ . Âî-âòîðûõ, ìîæíî ó÷èòûâàòü òîëüêî
òàêèå òî÷êè (t, x) , äëÿ êîòîðûõ x ëåæèò âî ìíîæåñòâàõ, ôèãóðèðóþùèõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ îöåíîê (21),
(22). Ñîîòâåòñòâåííî, òå òî÷êè x , êîòîðûå íå ëåæàò â ýòèõ ìíîæåñòâàõ ìîãóò íå ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðè
âû÷èñëåíèè ôóíêöèè öåíû ïî ôîðìóëå (29): â òàêèõ òî÷êàõ V (t, x) = +∞ .

Ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (29) ìîæíî ðåàëèçîâàòü ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ðàç-
ðåøèìîñòè ãèáðèäíîé ñèñòåìû, åå òðóáêè ðàçðåøèìîñòè è ìíîæåñòâà W ∗(0, t1,W ) .

6. Î ñâîéñòâàõ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè. Ðàññìîòðåíèå ðàçëè÷íûõ ïðèìåðîâ ìíîæåñòâ ðàçðå-
øèìîñòè èçó÷àåìîé ãèáðèäíîé ñèñòåìû ïðè êîíêðåòíûõ ïàðàìåòðàõ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì âûâîäàì:
ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W (0, t1,W ) çà÷àñòóþ ÿâëÿåòñÿ 1) íåâûïóêëûì, 2) íåñâÿçíûì. Õîðîøî èç-
âåñòíî, ÷òî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàåìûõ ïðè ïîìîùè ñèñòåì ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîÿâëåíèå ïîäîáíûõ ìíîæåñòâ ðàçðåøèìîñòè íåâîçìîæíî. Íåâûïóê-
ëîñòü è íåñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûìè îñîáåííîñòÿìè
ãèáðèäíûõ ñèñòåì. Äàííîå çàìå÷àíèå òàêæå îòíîñèòñÿ è êî ìíîæåñòâó W ∗(0, t1,W ) .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, íà ðèñ. 42 ïðèâåäåíî ìíîæåñòâî W (0, t1,W ) ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðîâ ñèñòåìû: p = (4,−2)′ , a = 0.5 , b = 1 , c = 1 , d = 2 , r = 1 , ε = 0.5 , µ = 3 , λ = 2 ,
t1 = 10 . Íà ðèñ. 43 ïðèâåäåíî ìíîæåñòâî W ∗(0, t1,W ) äëÿ òîé æå ñèñòåìû, ïðè t∗ = 5 . Âèäíî, ÷òî
îáà ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ íåâûïóêëûìè, à W (0, t1,W ) åùå è íåñâÿçíûì.

Ðèñ. 42. Íåâûïóêëîå è íåñâÿçíîå ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W (0, t1, W ) .

Ïðèâåäåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèòóàöèè, êîãäà ìíîæåñòâà W (0, t1, W ) è W ∗(0, t1,W ) ÿâëÿþòñÿ
1) íåâûïóêëûìè, 2) íåñâÿçíûìè. Ýòè óñëîâèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü èç õàðàêòåðà ñèñòåìû (3), èç ôîðìû
ìíîæåñòâà P è ôîðìóë (14), (15).

Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî W (0, t1,W ) íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âî ìíîæåñòâå ∆̂ íàéäåòñÿ òàêîé
îòðåçîê [t1, t2] , ÷òî åãî äëèíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó îãðàíè÷åíèþ:

t2 − t1 > 2 arccos

(√
a2 + c2

√
b2 + d2

)
− arctg

(c

b

)
+ arctg

(
d

a

)
(34)
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Ðèñ. 43. Íåâûïóêëîå, íî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî W ∗(0, t1, W ) .

Ìîæíî òàêæå ñôîðìóëèðîâàòü òàêîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåâûïóêëîñòè: åñëè îòðåçêè [0, t1] è [t2, 2π]
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó ∆̂ è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

2π − t2 + t1 > 2 arccos

(√
a2 + c2

√
b2 + d2

)
− arctg

(c

b

)
+ arctg

(
d

a

)
(35)

òî ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W (0, t1,W ) áóäåò íåâûïóêëûì.
Ïðè âûïîëíåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ óñëîâèé ìíîæåñòâî W ∗(0, t1,W ) òàêæå áóäåò íåâûïóê-

ëûì. Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî W (0, t1,W ) (W ∗(0, t1,W ) ) íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíûì (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåñâÿçíîñòè ñìîòðèòå íèæå). Ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ îïèñûâàþò îòíþäü
íå âñå ñëó÷àè îòñóòñòâèÿ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè. Íàïðèìåð, óêàçàííûå äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ íåâûïóêëîñòè íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè èç ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà.

Ïóñòü ââåäåííîå âûøå ìíîæåñòâî ∆̂ ñîñòîèò èç îòðåçêîâ [t1,min, t1,max], ..., [tK,min, tK,max] , ãäå
K - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âñå çíà÷åíèÿ t·,· ëåæàò íà îòðåçêå [0, 2π] , è ti,max < ti+1,min äëÿ âñåõ
i = 1, ..., K − 1 . Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè ãèáðèäíîé ñèñòåìû W (0, t1,W ) íå
ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì (èìååò íå ìåíåå äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè), åñëè K > 1 è âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû
îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

• âî ìíîæåñòâå ∆̂ íàéäåòñÿ îòðåçîê [ti,min, ti,max] , ïðè 1 < i < K òàêîé, ÷òî
{

ti,min > ti−1,max + arctg
(

d
a

)− arctg
(

c
b

)
ti,max < ti+1,min − arctg

(
d
a

)
+ arctg

(
c
b

) (36)

• âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:
{

t1,min + 2π > tK,max + arctg
(

d
a

)− arctg
(

c
b

)
t1,max < t2,min − arctg

(
d
a

)
+ arctg

(
c
b

) (37)

• âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:
{

tK,min > tK−1,max + arctg
(

d
a

)− arctg
(

c
b

)
tK,max − 2π < t1,min − arctg

(
d
a

)
+ arctg

(
c
b

) (38)
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Óêàçàííîå óñëîâèå (òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñ âûïóêëîñòüþ) îïèñûâàåò îòíþäü íå âñå âîçìîæíîñòè
ïîÿâëåíèÿ íåñâÿçíîãî ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè. Äëÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèìåðà äàííîå óñëîâèå
âûïîëíÿåòñÿ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî íàéòè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W ∗(0, t1,W ) :
íàäî ëèøü âìåñòî ∆̂ ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî ∆̂∗ , ïîëó÷àþùååñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆̂∗ =
⋃

t∈[0,t∗]

∆̂(t) (39)

∆̂(t) = ((∆(t) ∩ [−2π(s + 1),−2πs]) + 2π(s + 1)) ∪ ... ∪ ((∆(t) ∩ [2π(k − 1), 2πk])− 2π(k − 1))

(ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íàòóðàëüíûõ s è k )

∆(t) = ∆− t

Àíàëîãè÷íî, åñëè â ïðèâåäåííîì óñëîâèè âìåñòî ∆̂ èëè ∆̂∗ ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî ∆̂(t) , òî
ïîëó÷èòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè W (t, t1,W ) â êàêîé-òî ïðîìå-
æóòî÷íûé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ [0, t1] .

Çàìåòèì, ÷òî âûïèñàííûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåâûïóêëîñòè è íåñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ðàçðå-
øèìîñòè äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû ÷èñëåííî. Äåéñòâèòåëüíî, âûøå óæå áûëà
óêàçàíà ñõåìà ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ∆ . Ìíîæåñòâî ∆̂ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ïî ∆ ïðè
èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû (25). Íàêîíåö, ïðè íàéäåííîì ïðèáëèæåííî ìíîæåñòâå ∆̂ íóæíî íàéòè ìàê-
ñèìàëüíóþ äëèíó îòðåçêà, ñîäåðæàùåãîñÿ â íåì è ñðàâíèòü åå ñ êîíñòàíòîé èç ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû
(34), èëè æå âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ôîðìóëîé (35). Òàê æå, íà îñíîâå àíàëèçà îò-
ðåçêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ∆̂ , ïðè ïîìîùè ôîðìóë (36) - (38) ìîæíî ïðîâåðèòü,
âûïîëíÿåòñÿ ëè äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè ãèáðèäíîé ñèñòåìû. Ïðè
èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ìíîæåñòâà W ∗(0, t1,W ) ÷èñëåííûé ìåòîä íåñêîëüêî óñëîæíÿåòñÿ èç-çà íåîá-
õîäèìîñòè ïîäñ÷åòà àïïðîêñèìàöèè ∆̂∗ . Ïðè ýòîì íàäî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (39), çàìåíèâ â íåé
îáúåäèíåíèå ïî áåñêîíå÷íîìó ìíîæåñòâó ýëåìåíòîâ íà îáúåäèíåíèå ïî êîíå÷íîìó èõ ÷èñëó.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå ðàçëè÷íûå âîçìîæíîñòè îòíîñèòåëüíî ñâÿç-
íîñòè è âûïóêëîñòè ìíîæåñòâ W (0, t1, W ) è W ∗(0, t1,W ) . Íà ðèñ. 44 èçîáðàæåíî íåâûïóêëîå, íî
ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W (0, t1,W ) äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ:
p = (4,−2)′ , a = 0.5 , b = 1 , c = 1 , d = 2 , r = 1 , ε = 0.5 , µ = 3 , λ = 2 , t1 = 8 .

Íà ðèñ. 45 èçîáðàæåíî âûïóêëîå ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W (0, t1,W ) ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåò-
ðàõ: p = (1, 0)′ , a = 0.5 , b = 10 , c = 0.5 , d = 10 , r = 0.1 , ε = 0.1 , µ = 1 , λ = 1 , t1 = 0.9 .

Â äàííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî W ∗(0, t1,W ) , ïîäñ÷èòàííîå ïðè t∗ = 0.3 , ñîâïàäàåò ñ ïîñòðîåííûì
ìíîæåñòâîì W (0, t1,W ) , à ïîòîìó òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

Íà ðèñ. 46 èçîáðàæåíî íåñâÿçíîå è íåâûïóêëîå ìíîæåñòâî W ∗(0, t1,W ) ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåò-
ðàõ ñèñòåìû: p = (4,−2)′ , a = 0.5 , b = 1 , c = 1 , d = 2 , r = 1 , ε = 0.5 , µ = 3 , λ = 2 , t1 = 10 ,
t∗ = 1 .

7. Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîèñêà ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè â ôèêñè-
ðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè, òðóáêè ðàçðåøèìîñòè è ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè íà íåêîòîðîì îòðåçêå
âðåìåíè äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñèñòåì ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ óïðàâëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè è ïðÿìîóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò
ñìåíà ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Áûëè ïðèâåäåíû äâà ìåòîäà îïèñàíèÿ äàííûõ ìíî-
æåñòâ: â âèäå îáúåäèíåíèÿ áîëåå ïðîñòûõ ìíîæåñòâ è ïðè ïîìîùè ôóíêöèè öåíû. Êðîìå òîãî, áûëè
ðàññìîòðåíû ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ âíóòðåííåé è âíåøíåé àïïðîêñèìàöèè ê íèì. Â ðàáîòå èçó÷åíû òà-
êèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ðàçðåøèìîñòè äëÿ ãèáðèäíûõ ñèñòåì, êàê âûïóêëîñòü è ñâÿçíîñòü. Ïðèâåäåíû
ïðèìåðû ñèòóàöèé, êîãäà ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè íå ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè èëè âûïóêëûìè. Íàéäåíû
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ó ýòèõ ìíîæåñòâ óêàçàííûõ äâóõ ñâîéñòâ.
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Ðèñ. 44. Íåâûïóêëîå, íî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W (0, t1, W ) .
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Ýâî-
ëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè:

{
ẋ(t) = y(t), 0 < t ≤ T

dy(t) = −2αy(t) dt− ω2x(t) dt + u(t, x(t), y(t)) dt+
+σ1 dξ(t) + σ2 dη(t),

(1)

x(0) = x0, y(0) = y0.

Çäåñü x(t) , y(t) � ôàçîâûå êîîðäèíàòû, u(t) � óïðàâëåíèå; ñëàãàåìîå 2αy(t) îïèñûâàåò âÿçêîå
òðåíèå ( α ≥ 0 ); ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ξ(t) è ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ η(t) ñ ïàðàìåòðîì
λ âçàèìíî íåçàâèñèìû; êîíñòàíòû σ1 è σ2 çàäàþò èíòåíñèâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçìóùåíèé;
ïàðàìåòð ω îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó ìàÿòíèêà ( ω > 0 ). Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî ω > α .

Íà óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå íàëîæåíî èíòåãðàëüíîå îãðàíè÷åíèå âèäà:
∫ T

0

|u|mdt ≤ Q, Q = const > 0. (2)
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Ðèñ. 45. Âûïóêëîå ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W (0, t1, W ) .

Ðèñ. 46. Íåñâÿçíîå è íåâûïóêëîå ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W ∗(0, t1, W ) .
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Ñòåïåíü m � âåùåñòâåííîå ÷èñëî âèäà m = 2p/(2s − 1) , p, s = 1, 2, . . . è m > 1 . Çàäà÷è ñ òàêèì
îãðàíè÷åíèåì ðàññìàòðèâàëèñü â [1].

Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ îäíîãî èç äâóõ ïðåäñòàâëåííûõ íèæå ôóíêöèîíàëîâ,
çàäàþùèõ ïîòåíöèàëüíóþ è êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèè ñèñòåìû ñîîòâåòñòâåííî:

J1(u) = M [ω2x2(T )], (3)

J2(u) = M [y2(T )]. (4)
Çäåñü è äàëåå ñèìâîëîì M îáîçíà÷åíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ q(t) =
∫ T

t
|u|m ds . Ôóíêöèÿ q(t) èìååò ñìûñë íåèçðàñõîäîâàííîãî

ðåñóðñà óïðàâëåíèÿ. Âìåñòî îãðàíè÷åíèÿ (2) äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýêâèâàëåíòíîå åìó äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

q̇ = −|u|m, q(0) ≤ Q, q(T ) = 0. (5)
Îáîçíà÷èì k =

√
ω2 − α2 . Ïîíèçèì ïîðÿäîê ñèñòåìû ([2]). Äëÿ ýòîãî ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ

z :
z(t) = vi(t)e−α(T−t), i = 1, 2,

ãäå
v1(t) =

ω

k
[y + αx] sin(k(T − t)) + ωx cos(k(T − t)),

åñëè òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë J1(u) (3), è

v2(t) = y cos(k(T − t))− 1/k
[
α y + ω2x

]
sin(k(T − t)),

åñëè ìèíèìèçèðóåìûì ôóíêöèîíàëîì ÿâëÿåòñÿ J2(u) (4). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ: z(T ) =
ω x(T ) , åñëè i = 1 è z(T ) = y(T ) ïðè i = 2 .

J∗i (u) = M [z2(T )], i = 1, 2. (6)

dz(t) = fi(t) [u(t, z(t)) dt + σ1 dξ(t) + σ2 dη(t)] , i = 1, 2, (7)

f1(t) =
ω

k
e−α(T−t) sin(k(T − t)), (8)

f2(t) = e−α(T−t)
(
cos(k(T − t))− α

k
sin(k(T − t))

)
. (9)

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (1), (2), (3) ïðèìåò âèä (7), (8), (5), (6), ñèñòåìà (1), (2), (4) � âèä (7),
(9), (5), (6).

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ïðÿìîé ( ω = 0 ), òî
ýâîëþöèÿ ñèñòåìû çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè:

{
ẋ(t) = y(t),
dy(t) = −2αy(t) dt + u(t, x(t), y(t)) dt + σ1 dξ(t) + σ2 dη(t). (10)

Íà óïðàâëåíèå íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå (2). Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü îäèí èç äâóõ âèäîâ ôóíêöè-
îíàëîâ:

J3(u) = M [x2(T )], (11)
J4(u) = M [y2(T )]. (12)

Â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J3(u) (11) ïðè α = 0 ââåäåì ïåðåìåííóþ z(t) = y(t)(T−t)+x(t) ,
â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J4(u) (12) îïðåäåëèì z(t) = y(t)e−2α(T−t) . Òîãäà

J∗i (u) = M [z2(T )], i = 3, 4. (13)

dz(t) = fi(t)[u(t, z(t)) dt + σ1 dξ(t) + σ2 dη(t)], i = 3, 4, (14)
f3(t) = T − t, (15)

f4(t) = e−2α(T−t). (16)
Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (10), (2), (11) ïðèìåò âèä (14), (15), (5), (13), ñèñòåìà (10),(2), (12) �
âèä (14), (16), (5), (13).
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Îáîáùàÿ ïðåäñòàâëåííûå ñëó÷àè, äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

dz(t) = f(t)(u(t, z(t)) dt + σ1 dξ(t) + σ2 dη(t)), 0 ≤ t ≤ T (17)

dq = −|u|m dt, q(0) ≤ Q, q(T ) = 0 (18)
J(u) = M [z2(T )] → min

u(·)
. (19)

Ôóíêöèÿ f(t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà 0 ≤ t ≤ T .

Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ ðåøàåòñÿ, åñëè óäàåòñÿ íàéòè åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ãàìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà ([3]). Ôóíêöèåé Áåëëìàíà äëÿ ñèñòåìû (17) � (19) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
V (s, z, q) , ðàâíàÿ íèæíåé ãðàíè ôóíêöèîíàëà (19) íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû (17), (18) ïðè s ≤ t ≤ T ,
z(s) = z è q(s) = q ïî âñåâîçìîæíûì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì, ò.å.

V (s, z, q) = inf
u(·)

M [z2(T )].

Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà äëÿ çàäà÷è (17) � (19) èìååò âèä ([4]):

Vt(t, z, q) + infu(·)[f(t)uVz(t, z, q)− |u|mVq(t, z, q)]+
+ 1/2f2(t)σ2

1Vzz + λ [V (t, z + σ2, q)− V (t, z, q)] = 0,

V (T, z, q) = z2.

Íèæíèå èíäåêñû ó ôóíêöèè V (t, z, q) îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Ñäåëàåì çàìå-
íó ïåðåìåííîé τ = T−t è îáîçíà÷èì f1(τ) = f(T−τ) , òîãäà óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà
ïðèìåò âèä:

Vτ = infu(·)[f1(τ)uVz − |u|mVq]+
+ 1/2f2

1 (τ)σ2
1Vzz + λ[V (τ, z + σ2, q)− V (τ, z, q)], (20)

V (0, z, q) = z2.

Íàéäåì íèæíþþ ãðàíü âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî â (20). Îáîçíà÷èì ÷åðåç u0 - óïðàâëåíèå, äîñòàâëÿþùåå
ýòó íèæíþþ ãðàíü. Åñëè Vq > 0 , òî íèæíÿÿ ãðàíü íå ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó Vq ≤ 0 . Åñëè Vq = 0 ,
òî, êàê ñëåäóåò èç (20), äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîé íèæíåé ãðàíè íåîáõîäèìî, ÷òîáû Vz = 0 . Â
îáëàñòè, ãäå Vq < 0 ,

u0 = −
( |f1(τ)Vz|

−mVq

) 1
m−1

sign{f1(τ)Vz}. (21)

Òîãäà óðàâíåíèå Áåëëìàíà ïåðåõîäèò â ñëåäóþùåå:

Vτ = (m− 1)
(
|f1(τ)Vz|
−mVq

) m
m−1

Vq + 1/2f2
1 (τ)σ2

1Vzz+
+ λ [V (τ, z + σ2, q)− V (τ, z, q)],

(22)

V (0, z, q) = z2. (23)

Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà (m > 1 ).
Òåîðåìà 1. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà (22), (23) ïðè m > 1 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ V (τ, z, q) ,

îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ïðè z ≥ q

1
m F

m−1
m (τ)− λΣ(τ)

V (τ, z, q) =
(
z − q

1
m F

m−1
m (τ) + λΣ(τ)

)2

+ G(τ), (24)

ãäå F (τ) =
∫ τ

0
|f1(s)|

m
m−1 ds , Σ(τ) = σ2τ è G(τ) = λσ2

2τ + σ2
1

∫ τ

0
f2
1 (s) ds .

Ïðè z ≤ −q
1
m F

m−1
m (τ)− λΣ(τ)

V (τ, z, q) =
(
z + q

1
m F

m−1
m (τ) + λΣ(τ)

)2

+ G(τ). (25)
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Ïðè −q
1
m F

m−1
m (τ) − λΣ(τ) < z < q

1
m F

m−1
m (τ) − λΣ(τ) V (τ, z, q) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé

êðàåâîé çàäà÷è:




Vτ = 1/2f2
1 (τ)σ2

1Vzz + λ [V (τ, z + σ2, q)− V (τ, z, q)]
V (0, z, q) = z2

V (τ, z, q) = G(τ) ïðè z = ∓q
1
m F

m−1
m (τ)− λΣ(τ)

(26)

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u0 â çàäà÷å (17) � (19) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

u0 =





− |f(t)|
1

m−1 q
1
m

F
1
m (τ)

sign{f(t)} , z ≥ q
1
m F

m−1
m (τ)− λΣ(τ)

+ |f(t)|
1

m−1 q
1
m

F
1
m (τ)

sign{f(t)} , z ≤ −q
1
m F

m−1
m (τ)− λΣ(τ)

0 , −q
1
m F

m−1
m (τ)− λΣ(τ) < z <

< q
1
m F

m−1
m (τ)− λΣ(τ).

(27)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëû (24), (25) ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå
Áåëëìàíà (22), (23). Îáîçíà÷èì

Dm
1 =

{
(τ, z, q) : z > q

1
m F

m−1
m (τ)− λΣ(τ)

}
,

Dm
2 =

{
(τ, z, q) : z < −q

1
m F

m−1
m (τ)− λΣ(τ)

}
,

Dm
3 =

{
(τ, z, q) : −q

1
m F

m−1
m (τ)− λΣ(τ) < z < q

1
m F

m−1
m (τ)− λΣ(τ)

}
,

Dm
4 =

{
(τ, z, q) : z = q

1
m F

m−1
m (τ)− λΣ(τ)

}
,

Dm
5 =

{
(τ, z, q) : z = −q

1
m F

m−1
m (τ)− λΣ(τ)

}
.

Íà ðèñ. 47 ïîñòðîåíû óêàçàííûå îáëàñòè. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (21) è òîò ôàêò, ÷òî f1(τ) = f(t) ,
ïîëó÷èì

u0 = −|f(t)| 1
m−1 q

1
m

F
1
m (τ)

sign{f(t)}, (τ, z, q) ∈ Dm
1 , (28)

u0 = +
|f(t)| 1

m−1 q
1
m

F
1
m (τ)

sign{f(t)}, (τ, z, q) ∈ Dm
2 , (29)

Â Dm
4 è Dm

5 Vq = 0 è Vz = 0 . Ôîðìóëà (28) ñîõðàíÿåò ñìûñë íà ïîâåðõíîñòè Dm
4 , ôîðìóëà (29)

� íà ïîâåðõíîñòè Dm
5 , òàê êàê âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì íåîïðåäåëåííîñòü â óðàâíåíèè (21) ìîæåò

áûòü ðàñêðûòà. Â îáëàñòè Dm
3 ïîëîæèì u0 = 0 , çíà÷åíèå ôóíêöèè Áåëëìàíà îïðåäåëÿåòñÿ èç

êðàåâîé çàäà÷è (26).
Íà ðèñ. 48, 49, 50 ïîñòðîåíû ãðàôèêè ôóíêöèè Áåëëìàíà V (τ, z, q) ïðè ôèêñèðîâàííîì q äëÿ

íåêîòîðûõ çíà÷åíèé τ .

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðè m = ∞ . Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìàÿòíèêà (1). Íà óïðàâëåíèå âìåñòî èíòåãðàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ (2) íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå âèäà:

|u| ≤ Q, Q = const > 0. (30)

Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ îäíîãî èç äâóõ ôóíêöèîíàëîâ (3) èëè (4). Ñîîòâåò-
ñòâóþùåé çàìåíîé ïåðåìåííîé, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå, ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ïðèâîäèòñÿ ê
âèäó (17) ïðè íåîáõîäèìîñòè ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

J(u) = M [z2(T )] → min
u(·):|u|≤Q

. (31)

Ïîëó÷èì îãðàíè÷åíèå (30) êàê íåêîòîðûé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ðàññìîòðåííîãî ðàíåå îãðàíè÷åíèÿ (2).
Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

q(t) =
∫ T

t

|u|m ds < ∞,
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Ðèñ. 47. Îáëàñòè Dm
i , i = 1, 2, 3, 4, 5 ïðè m = 2 , Q = 100 , α = 0 , ω = σ1 = σ2 =

λ = 1 , T = 10 . Ìèíèìèçèðóåì J2(u) .

Ðèñ. 48. Ôóíêöèÿ Áåëëìàíà V (τ, z, q) ïðè q = 100 , τ = 10 . Ìèíèìèçèðóåì J2(u) ,
m = 2 , α = 0 , ω = σ1 = λ = 1 , σ2 = 1.24 , T = 10 .
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Ðèñ. 49. Ôóíêöèÿ Áåëëìàíà V (τ, z, q) ïðè q = 100 , τ = 5 . Ìèíèìèçèðóåì J2(u) ,
m = 2 , α = 0 , ω = σ1 = λ = 1 , σ2 = 1.24 , T = 10 .

Ðèñ. 50. Ôóíêöèÿ Áåëëìàíà V (τ, z, q) ïðè q = 100 , τ = 0 . Ìèíèìèçèðóåì J2(u) ,
m = 2 , α = 0 , ω = σ1 = λ = 1 , σ2 = 1.24 , T = 10 .
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pm = q
1
m =

(∫ T

t

|u|m ds

) 1
m

< ∞.

Òîãäà
lim

m→∞
pm

def
= p∞ = max

t≤s≤T
|u(s)| = Q

Ïîýòîìó ÷òîáû ñâåñòè äàííóþ çàäà÷ó ê ïðåäûäóùåé, ïåðåéäåì îò ïåðåìåííîé q ê ïåðåìåííîé pm

â óðàâíåíèÿõ (21) � (23) è çàòåì óñòðåìèì m →∞ . Òàê êàê pm = q
1
m , òî ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:

∂pm

∂q
=

1
m

q
1
m−1

Vq = Vpm

∂pm

∂q
=

1
m

q
1−m

m Vpm

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â óðàâíåíèå Áåëëìàíà (22), ïîëó÷èì

Vτ = (m− 1)
(

|f1(τ)Vz|
−q

1−m
m Vpm

) m
m−1

1
mq

1−m
m Vpm

+ 1/2f2
1 (τ)σ2

1Vzz+

+ λ [V (τ, z + σ2, pm)− V (τ, z, pm)],

Âûðàæåíèå äëÿ óïðàâëåíèÿ (21) ïðèìåò âèä:

u0 = −
(
|f1(τ)Vz|
−q

1−m
m Vpm

) 1
m−1

sign{f1(τ)Vz}.

Ïåðåéäåì â ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâàõ ê ïðåäåëó ïðè m →∞ . Èìååì lim
m→∞

m−1
m = 1 , lim

m→∞
q

1
m = Q ,

lim
m→∞

1
m−1 = 0 . Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

Vτ = −Q|f1(τ)Vz|+ 1/2f2
1 (τ)σ2

1Vzz + λ [V (τ, z + σ2)− V (τ, z)], (32)

V (0, z) = z2. (33)
u0 = −Qsign{f1(τ)Vz}. (34)

Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà ïðè m = ∞ .
Òåîðåìà 2. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà (32), (33) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ V (τ, z) , îïðåäåëÿåìàÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ïðè z ≥ QF (τ)− λΣ(τ)

V (τ, z) = (z −QF (τ) + λΣ(τ))2 + G(τ), (35)

ãäå F (τ) =
∫ τ

0
|f1(s)| ds , Σ(τ) = σ2τ è G(τ) = λσ2

2τ + σ2
1

∫ τ

0
f2
1 (s) ds .

Ïðè z ≤ −QF (τ)− λΣ(τ)

V (τ, z) = (z + QF (τ) + λΣ(τ))2 + G(τ). (36)

Ïðè −QF (τ)−λΣ(τ) < z < QF (τ)−λΣ(τ) V (τ, z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:




Vτ = 1/2f2
1 (τ)σ2

1Vzz + λ [V (τ, z + σ2)− V (τ, z)]
V (0, z) = z2

V (τ, z) = G(τ) ïðè z = ∓QF (τ)− λΣ(τ)
(37)

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u0 â çàäà÷å (17), (30), (31) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

u0 =

{ −Qsign{f(t)} , z ≥ QF (τ)− λΣ(τ)
+Qsign{f(t)} , z ≤ −QF (τ)− λΣ(τ)

0 , −QF (τ)− λΣ(τ) < z < QF (τ)− λΣ(τ).
(38)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëû (35), (36) ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå
Áåëëìàíà (32), (33). Îáîçíà÷èì

D1 = {(τ, z) : z ≥ QF (τ)− λΣ(τ)} ,
D2 = {(τ, z) : z ≤ −QF (τ)− λΣ(τ)} ,
D3 = {(τ, z) : −QF (τ)− λΣ(τ) < z < QF (τ)− λΣ(τ)} ,

Íà ðèñ. 51 ïîñòðîåíû óêàçàííûå îáëàñòè. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (34) è òîò ôàêò, ÷òî f1(τ) = f(t) ,
ïîëó÷èì

u0 = −Qsign{f(t)}, (τ, z) ∈ D1,

u0 = +Qsign{f(t)}, (τ, z) ∈ D2.

Â îáëàñòè D3 ïîëîæèì u0 = 0 , çíà÷åíèå ôóíêöèè Áåëëìàíà îïðåäåëÿåòñÿ èç êðàåâîé çàäà÷è (37).
Íà ðèñ. 52, 53, 54 ïîñòðîåíû ãðàôèêè ôóíêöèè Áåëëìàíà V (τ, z) äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé τ .

Èñïîëüçóÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ ñòàöèî-
íàðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðåäëîæåííûé â [5] è íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïóàññîíîâñêîãî ïðî-
öåññà ([6]), áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðåàëèçàöèè óïðàâëåíèé ñèñòåìàìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ïðèâåäåíû íèæå.
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Ðèñ. 51. Îáëàñòè Di , i = 1, 2, 3 , Q = 100 , α = 0 , ω = σ1 = σ2 = λ = 1 , T = 10 .
Ìèíèìèçèðóåì J2(u) .

Ðèñ. 52. Ôóíêöèÿ Áåëëìàíà V (τ, z) , τ = 5 . Ìèíèìèçèðóåì J2(u) , Q = 100 ,
α = 0 , ω = σ1 = λ = 1 , σ2 = 1.24 , T = 5 .
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α = 0 , ω = σ1 = λ = 1 , σ2 = 1.24 , T = 5 .

Ðèñ. 54. Ôóíêöèÿ Áåëëìàíà V (τ, z) , τ = 0 . Ìèíèìèçèðóåì J2(u) , Q = 100 ,
α = 0 , ω = σ1 = λ = 1 , σ2 = 1.24 , T = 5 .
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Ðèñ. 55. Òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1) ïðè îòñóòñòâèè óïðàâëåíèÿ, m = 2 , ω = 1 ,
α = 0 , σ1 = 1 , σ2 = 1 , λ = 2 , T = 20 , x0 = 3 , y0 = 4 .

Ðèñ. 56. Òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1) ïðè m = 2 , Q = 200 , α = 0 , ω = σ1 = σ2 = 1 ,
λ = 2 , T = 20 , x0 = 3 , y0 = 4 . Ìèíèìèçèðóåì J1(u) .
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Ðèñ. 57. Óïðàâëåíèå ñèñòåìû (1) ïðè m = 2 , Q = 200 , α = 0 , ω = σ1 = σ2 = 1 ,
λ = 2 , T = 20 , x0 = 3 , y0 = 4 . Ìèíèìèçèðóåì J1(u) .

Ðèñ. 58. Òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1) ïðè m = 2 , Q = 200 , α = 0 , ω = σ1 = σ2 = 1 ,
λ = 2 , T = 20 , x0 = 3 , y0 = 4 . Ìèíèìèçèðóåì J2(u) .
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Ðèñ. 59. Óïðàâëåíèå ñèñòåìû (1) ïðè m = 2 , Q = 200 , α = 0 , ω = σ1 = σ2 = 1 ,
λ = 2 , T = 20 , x0 = 3 , y0 = 4 . Ìèíèìèçèðóåì J2(u) .

Ðèñ. 60. Òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1) ïðè m = ∞ , Q = 50 , α = 0 , ω = σ1 = σ2 = 1 ,
λ = 2 , T = 20 , x0 = 3 , y0 = 4 .
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Ðèñ. 61. Óïðàâëåíèå ñèñòåìû (1) ïðè m = ∞ , Q = 50 , α = 0 , ω = σ1 = σ2 =
1 , λ = 2 , T = 20 , x0 = 3 , y0 = 4 . Ìèíèìèçèðóåì J1(u) .

Ðèñ. 62. Òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1) ïðè m = ∞ , Q = 50 , α = 0 , ω = σ1 = σ2 = 1 ,
λ = 2 , T = 20 , x0 = 3 , y0 = 4 . Ìèíèìèçèðóåì J2(u) .
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ÓÄÊ 517.977
Àí ä ð å å â Â.Â. Èññëåäîâàíèå äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû �õèùíèê�æåðòâà�

ñ ó÷åòîì ýôôåêòà Îëëè // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ
ÌÃÓ2005. âûïóñê� 2. Ñ. 2�20.

Â ñòàòüå ïðèâåäåí àíàëèç äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû �õèùíèê�æåðòâà�, ó÷èòûâàþùåé
ýôôåêò Îëëè. Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû ñîñòîÿëî â ïîñòðîåíèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî è ôàçîâîãî ïîðòðå-
òîâ, èçó÷åíèè áèôóðêàöèé, ñðåäè êîòîðûõ îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò ñèëüíûå 1:2, 1:3 è 1:4 ðåçîíàíñû,
îòûñêàíèè öèêëîâ, ïîñòðîåíèè îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ, èññëåäîâàíèè îáëàñòåé õàîòè-
÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû.

Áèáëèîãð. 15 íàçâ.

ÓÄÊ 517.977
Áð ó ñ í è ê è í à Í.Á. Ìíîãîøàãîâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ äî-

ñòèæèìîñòè ëèíåéíîé àâòîíîìíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íî-
ñòüþ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ2005. âûïóñê� 2.
Ñ. 21�28.

Ðåøåíèå ìíîãèõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñâÿçàíî ñ íàõîæäåíèåì ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîñòðîåíèå êàê åäèíñòâåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìíîãîãðàííèêîâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè, òàê è äâóõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîãîãðàííèêîâ - ãàðàíòèðîâàííî âíóòðåííåé è ãàðàíòèðî-
âàííî âíåøíåé. Àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè â çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè ñòðîÿòñÿ
ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé òî÷íîñòè.

Áèáëèîãð. 17 íàçâ.

ÓÄÊ 517.977
Ìèõ à é ë î â à À.À. Ìíîãîøàãîâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ äî-

ñòèæèìîñòè ëèíåéíîé àâòîíîìíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íî-
ñòüþ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ2005. âûïóñê� 2.
Ñ. 46�50.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîcâÿùåíà îöåíêå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ðàçëîæåíèè Ýäæâîðòà äëÿ ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñóìì àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîðîòêèå àñèìïòî-
òè÷åñêè ðàçëîæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííûõ (ò.å. èìåþùèõ íóëåâîå ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå è åäèíè÷íóþ äèñïåðñèþ) ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû îñíîâàí íà ðàáîòå [1], ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, è îáîáùàåò åãî íà ñëó÷àé, êîãäà ñðåäè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âûäåëåíû
áëîêè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñ.â.

Áèáëèîãð. 3 íàçâ.

ÓÄÊ 519.816.4:517.977.54
Cî ð î ê è í À.À. Ãàðàíòèðîâàííîå ïî èñõîäàì è ðèñêàì ðåøåíèå îäíîé äâóõêðèòåðè-

àëüíîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ
ÌÃÓ2005. âûïóñê � 2. Ñ. 51�61.

Explicit solution with respect to outcome and risks of one multi-criteria linear-quadratic dynamic problem
under uncertainty, by means of the "Maple"programming system.

Áèáëèîãð. 8 íàçâ.

ÓÄÊ 519.711
Òî ÷ è ë è í Ï.À. Î ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû ñ

ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ2005.
âûïóñê � 2. Ñ. 73�82.



ÐÅÔÅÐÀÒÛ 99

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíêðåòíàÿ ãèáðèäíàÿ ñèñòåìà ñ ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé � ñî-
âîêóïíîñòü äâóõ ñèñòåì ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñïåöèàëüíîãî ìíî-
æåñòâà íà ïëîñêîñòè, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò çàìåíà îäíîé ñèñòåìû íà äðóãóþ.

Áèáëèîãð. 2 íàçâ.

ÓÄÊ 519.711
×óì å ð è í à Ï.À. // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ2005.

âûïóñê � 2. Ñ. 83�91.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä

âîçäåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé ñ ó÷åòîì âÿçêîãî òðåíèÿ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè âîçìóùåíèé ó÷è-
òûâàþòñÿ äâà âçàèìíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññà: âèíåðîâñêèé è ïóàññîíîâñêèé. Íà óïðàâëÿ-
þùåå âîçäåéñòâèå íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå, çàâèñÿùåå îò èìåþùèõñÿ ðåñóðñîâ. Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êèíåòè÷åñêîé èëè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ê ôèê-
ñèðîâàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè. Â ðàáîòå íàéäåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè�
Áåëëìàíà äëÿ çàäà÷è è ïîñòðîåí ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
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Ðèñ. 63. Óïðàâëåíèå ñèñòåìû (1) ïðè m = ∞ , Q = 50 , α = 0 , ω = σ1 = σ2 = 1 ,
λ = 2 , T = 20 , x0 = 3 , y0 = 4 . Ìèíèìèçèðóåì J2(u) .


